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Esta propuesta didáctica tiene como propósito, que el estudiante de undécimo grado 
identifique a   como la razón entre la longitud de una circunferencia y su diámetro, y 
obtenga aproximaciones a su valor mediante una sucesión de perímetros de polígonos 




This didactic proposal is aimed for 11th graders of high school to identify   number as the 
ratio between the circumference and its diameter. It will also allow them to estimate 
approaches to    value, through a sequence of the regular polygons perimeters that 
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En su formación académica en matemáticas, los estudiantes del Colegio San Rafael 
I.E.D, usan el número  , en la solución de problemas en geometría, el cálculo y el 
álgebra, sin reconocerlo como una constante que relaciona la longitud de una 
circunferencia dada y su diámetro. Esto, debido a que los Estándares Curriculares 
propuestos por el Ministerio de Educación Nacional para undécimo grado reducen el 
estudio de la circunferencia a una sección cónica, o a la solución de algunos problemas 
en los cuales se calcule su perímetro o área sin ser evidente la importancia del número   
en los cálculos.  
Tradicionalmente, en libros de texto de enseñanza de la geometría en la escuela, el 
número   es presentado como la relación entre la longitud de la circunferencia y su 
diámetro asignándosele un valor aproximado de 3.1416. Se da poco lugar al 
descubrimiento y se restringe la interacción del estudiante con la constante, quien actúa 
como receptor pasivo de conocimiento y se ve limitado a aceptar, que por alguna razón, 
requiere de   para realizar sus cálculos. No se promueve que el estudiante se familiarice 
con   e interprete su naturaleza y su significado, sus orígenes, sus aplicaciones e incluso, 
la procedencia del símbolo que lo representa. Al respecto, los lineamentos curriculares 
para matemáticas indican: 
Frente al modelo de enseñanza tradicional que privilegia el objeto de conocimiento y  
concede un papel pasivo al sujeto, están los modelos de enseñanza que toman como 
referente la perspectiva constructivista. Para estos últimos es la actividad del sujeto la que 
resulta primordial: no hay “objeto de enseñanza” sino “objeto de aprendizaje”; a partir de 
las estructuras que ya posee, de sus concepciones previas, el sujeto construye nuevos 
significados del objeto de aprendizaje, los socializa, los contrasta con los significados de 
otros y con el conocimiento disciplinar socialmente aceptado (MEN, 1997, p, 16).  
De esta forma es necesario replantear la manera como se presenta al número   en el 
ámbito escolar, de tal forma que se promueva la construcción de conocimiento por parte 
del estudiante que le permita obtener aproximaciones del valor de   y comprobar sus 
resultados mediante, por ejemplo, el uso de las TIC’s como herramienta didáctica. 
Desde esta perspectiva, el énfasis del quehacer matemático escolar debe incentivar en el 
estudiante, la compresión y uso de las propiedades de las figuras y las interrelaciones 
entre ellas, el reconocimiento de propiedades, relaciones e invariantes que lo conduzcan 
a conjeturar o generalizar, ya que como lo indican los estándares curriculares para 
matemáticas en undécimo grado, el estudiante debe  “Reconocer y describir curvas o 
lugares geométricos” y a su vez, debe “Usar argumentos geométricos para resolver y 




Bien vale la pena cuestionarse si el método tradicional es la única forma en que puede 
introducirse al número   en la escuela, o si es posible proponer otra forma de hacerlo de 
manera tal que el estudiante lo pueda conceptualizar de una forma más eficiente 
utilizando los polígonos regulares y sus propiedades, así como las herramientas que 
ofrece el cálculo para obtener aproximaciones al valor de  .  
Para abordar el problema anterior, se plantea una propuesta didáctica basada en algunos 
referentes teóricos consolidados formalmente, en la cual se espera que el estudiante no 
solamente identifique a   como la relación entre la longitud de una circunferencia y su 
diámetro, sino que además obtenga aproximaciones al valor de número   mediante una 
sucesión de los perímetros de polígonos regulares, la cual converge a la longitud de la 
circunferencia. 
Para ello se plantea la creación de distintas actividades para ser desarrolladas usando 
papel y lápiz, de tal forma que se puedan verificar los resultados obtenidos utilizando el 
software de geometría dinámica Geogebra como apoyo al trabajo realizado manualmente 
y que le permita al estudiante interactuar en un entorno tecnológico con las herramientas 
disciplinares brindadas por el maestro. 
Se hará una breve reseña histórica con el propósito de dar a conocer las principales 
culturas que abordaron el estudio de   y su aporte a la construcción de aproximaciones 
cada vez más cercanas al valor de la constante. 
Los referentes teóricos necesarios para diseñar la propuesta didáctica toman elementos  
de la geometría, el álgebra y el cálculo. 
La propuesta didáctica contiene los aspectos didácticos necesarios para la elaboración de 
las actividades con las cuales se pretende que el estudiante obtenga por sí mismo 
aproximaciones de   y de esta forma pueda conceptualizarlo de una forma más 
significativa. 
El trabajo se desarrolla en tres capítulos. En el primero se hace una reseña histórica del 
número  . En el segundo se mencionan los referentes teóricos necesarios para abordar el 
trabajo. En el tercer capítulo se presenta una propuesta didáctica cuyo objetivo es que el 
estudiante obtenga aproximaciones del número   y a su vez que se apropie de los 
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1 ANTECEDENTES HISTÓRICOS DEL NÚMERO 
𝝅.  
 
La historia de   es la búsqueda de la razón entre la longitud de la circunferencia y su 
diámetro. Muchos han sido los intentos de la humanidad por calcular el valor de  , desde 
la antigua Mesopotamia hasta la era computacional actual.  
La cuadratura del círculo, uno de los problemas del papiro de Rhind escrito hacia el año 
1650 a.C, fue propuesto por el sacerdote egipcio Ahmes quien propuso construir un 
cuadrado con la misma área que una circunferencia dada. Aunque el problema no fue 






, la cual se acerca bastante al valor que conocemos en la actualidad.  
El cálculo del valor de   inicia con el estudio que algunas culturas hicieron alrededor de la 
constante, haciendo un recorrido por Mesopotamia, Egipto, la Antigua Grecia, India y 
China. Posteriormente, encontraremos algunas series numéricas desarrolladas a través 
del tiempo que se aproximan al valor de  , para, finalmente, obtener aproximaciones por 
ordenador, que permiten billones de cifras decimales calculadas en la actualidad.  
Haremos uso del lenguaje y notación actual, con el fin de que el lector relacione los 
términos aquí empleados sin dificultad alguna. Es de anotar que algunos desarrollos, de 
carácter disciplinar, se han complementado con el fin de tener un texto más cercano a los 
lectores. 
1.1 EL SÍMBOLO 𝝅 
 
  es la primera letra de la palabra griega “perimetron” que significa “la medida alrededor”. 
Actualmente, ha alcanzado su fama gracias a la relación que representa: la razón entre la 
longitud de la circunferencia y su diámetro. Florian Cajori (1575-1660), un famoso 
historiador de las matemáticas, indicó que el símbolo   se usó por primera vez en 
matemáticas, gracias a los trabajos del matemático William Oughtred (1575-1660) quien 




 donde   representaba la longitud de la circunferencia y   su diámetro.  
Años más tarde, en 1706, Williams Jones (1675-1749) utilizó en su obra “Synopsis 
palmariorum matheseos” el símbolo   para representar la razón entre la longitud de la 
circunferencia y su diámetro, como se define en la actualidad. Sin embargo, por sí sola la 
obra de Jones fue insuficiente para popularizar el uso de  . El símbolo se hizo famoso 
cuando uno de los más grandes matemáticos de la historia, Leonhard Euler comenzó a 
8 
DE LOS POLÍGONOS REGULARES AL NÚMERO   
 




Mesopotamia fue la región donde inició la revolución agrícola, razón por la cual podemos 
suponer que las matemáticas babilónicas fueron las primeras y más avanzadas. La más 
antigua literatura de la historia de las matemáticas dice que la cultura egipcia fue la 
precursora de una matemática naciente, pero recientes estudios en las últimas décadas 
han cambiado este panorama, al haber encontrado una mejor aproximación de  1 en 
Babilonia que en Egipto (Beckmann, 1970).  
En 1936, una tableta fue encontrada a 320 kilómetros de la antigua Babilonia. Uno de los 
mayores descubrimientos de la humanidad reposaba en ella: Los babilónicos habían 
desarrollado una forma de escritura. A través de estos escritos existía una forma de 
comunicación entre sus habitantes, que perduró de generación en generación.  
No fue hasta 1950 que los registros observados en la tableta fueron publicados. En la 
tableta se encuentran varias figuras geométricas, entre ellas, un hexágono regular inscrito 
en una circunferencia. Los babilonios calcularon la relación entre el perímetro del 





   
 (los babilónicos usaron 
un sistema sexagesimal2 para realizar sus cálculos). Conocían, de hecho, que el 
perímetro de un hexágono regular es exactamente igual a seis veces el radio de la 
circunferencia circunscrita, ya que optaron por dividir a la circunferencia en 360 grados. 
En la tableta, se da la razón 
  
 
, donde   es el radio y   la longitud de la circunferencia 
circunscrita. Esta razón está dada por   
 
  








     
 
Luego, 
    
 
 
       
1.3 EGIPTO 
 
                                                          
 
1
 El símbolo   se utilizó para expresar la relación entre la longitud de la circunferencia y su diámetro muchos 
años después en el siglo XVIII. Por conveniencia lo usamos a partir de este momento. 
2
 El sistema sexagesimal es un sistema de numeración en el cual cada unidad se divide en 60 partes 
exactamente iguales, es decir, un sistema de numeración en base 60.  
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El documento egipcio más antiguo del que se tenga alguna referencia de su conocimiento 
matemático es un rollo conocido como Papiro Rhind escrito por Ahmes, un escriba 
egipcio, alrededor del año 1650 a.C3. Aunque otras referencias sugieren una antigüedad 
entre 2000 y 1800 a.C y de hecho es posible que parte de este documento se haya 
retomado de algunos escritos de la época del faraón Imhotep quien ordenó la 
construcción de las pirámides cerca del año 3000 a.C. El Papiro Rhind cuenta con 84 
problemas y sus soluciones (aunque no se conoce la forma como se hallaron todas las 
soluciones). Uno de los problemas de mayor interés es el N°50. En este, Ahmes asume 
que el área de una circunferencia con un diámetro de 9 unidades es igual al área de un 
cuadrado con un lado de 8 unidades (Beckmann, 1970).  
Usando notación actual, podemos reproducir el problema 50 y obtener una aproximación 
de  , teniendo en cuenta que el área de una circunferencia es      .  





    






   
  
                              ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
Se puede apreciar que no había razón alguna para calcular la razón entre la longitud de la 
circunferencia y su diámetro (Lehmann, 2006). Sin embargo, posteriormente se convierte 
en uno de los tres problemas clásicos de la geometría griega, el cual se trata de construir 
un cuadrado que tenga la misma área de una circunferencia dada, utilizando únicamente 
regla y compás4. Aunque hoy sabemos que esta construcción es imposible bajo estas 
condiciones5, las primeras aproximaciones de   derivan del esfuerzo por construir un 
cuadrado de igual área que una circunferencia dada. 
En el problema 48 del Papiro de Ahmes, se halla la relación entre las áreas de una 
circunferencia y el cuadrado circunscrito. 
Ahmes construye un octágono irregular cuyos vértices trisecan cada uno de los lados del 
cuadrado de 9 unidades de lado.  
                                                          
 
3
 Este fue encontrado en una habitación de un edificio en ruinas en la ciudad de Tebas (Grecia) y comprado 
por el escocés Henry Rhind en 1858. Cuatro años más tarde fue publicado en el museo británico donde 
permanece hasta la actualidad.  
4
 Los otros dos problemas clásicos de la geometría griega son construir únicamente utilizando regla y 
compás un cubo con un volumen doble al de un cubo dado y trisecar un ángulo cualquiera. 
5
 En 1882 el matemático alemán Carl Lindemman probó contundentemente la imposibilidad de construir un 
cuadrado de igual área que una circunferencia dada. 
10 
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El área del octágono ABCDEFGH es igual a la suma de las áreas de los cinco cuadrados 




 unidades cuadradas de área. Por tanto el área del octágono es 
         
 
 
    Unidades cuadradas. 
Amhes observó que el área de la circunferencia inscrita al cuadrado es bastante 
aproximada a la del octágono. De hecho dado un cuadrado de lado   circunscrito a una 
circunferencia de radio  , el área del octágono irregular obtenido a trisecar cada uno de 




































. Puesto que el área de la circunferencia es      , tenemos que su área es 
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1.4 LA CUADRATURA DEL CÍRCULO 
 
El problema de construir un cuadrado de igual área a la de una circunferencia dada es tan 
antiguo como la propia matemática. Ningún problema ha fascinado tanto a los 
matemáticos a través de la historia, siendo numerosos los intentos por resolver el 
problema.  




decir,        . En otra tabla, se sugiere un intento por calcular el área de una 
circunferencia a partir del cuadrado circunscrito. Se puede apreciar que los babilonios 
abordaron simultáneamente el trabajo geométrico y el aritmético (Sánchez, 1994).  
En el papiro de Rhind, Amhes se habla por primera vez de construir un cuadrado que 
tenga la misma área de una circunferencia dada y aunque no se da solución al problema, 






                              ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Esta aproximación al valor de   es 
bastante cercana a la que conocemos actualmente (                ), lo cual 
evidencia un avance significativo en la matemática egipcia de la época.  
Hacia el siglo V a.C, el problema de la cuadratura del círculo aparecía planteado en la 
antigua Grecia como sigue: “Construir con regla y compás, un cuadrado de igual área a la 
de un círculo dado”, esto es, usando las herramientas euclidianas expuestas en los 
“Elementos” de Euclides. Con la aparición de los números irracionales, se presentó una 
ruptura entre la aritmética y la geometría y por tal razón ambas se trabajaron por 
separado durante muchos siglos. El problema de cuadrar un círculo dado usando 
únicamente regla y compás es totalmente geométrico, mientras que calcular el valor de   
es aritmético. No fue sino hasta el siglo XVI, con la geometría analítica, que los dos 
problemas se fundieron en uno solo: resolver la ecuación        con   el radio de una 
circunferencia dada y   el lado de un cuadrado. 
Hipócrates de Quíos, precursor de Euclides (Ver sección 1,5), pese a sus notables 
intentos por resolver el problema no logró conseguirlo, aunque logró exitosamente cuadrar 
lúnulas, figuras limitadas por dos arcos de circunferencia. Arquímedes de Siracusa (Ver 
sección 1.6) consideró imposible la solución del problema, aunque llegó a una solución 
aún más complicada, como la cuadratura de la esfera , la cual obtuvo al inscribir una 
esfera en un cilindro con el mismo radio y la misma altura (Arocha, 1987). 
Mucho tiempo hubo de pasar para que los matemáticos hallaran una solución no 
geométrica al problema. En 1844, el matemático francés Joseph Liouville demostró que 
existe una clase de números que no son solución de ninguna ecuación algebraica, los 
cuales son llamados trascendentes.  
Más tarde, en 1882, Carl Lindemman demostró que   es un número trascendente. Con 
ello, comprobó indirectamente la imposibilidad de construir con regla y compás un 
12 
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cuadrado con la misma área de una circunferencia dada, pues si tal construcción 
existiera, sería posible encontrar un segmento     que cumpla que        con   el radio 
de la circunferencia. Sin embargo esta expresión no es posible porque   es trascendente 
y no es raíz de ninguna ecuación algebraica.  
1.5 EL INICIO DE LA GRECIA CLÁSICA 
 
La historia del número   en la antigua Grecia se remite a cuatro de los más grandes 
matemáticos de la época: Anaxágoras, Antifón, Hipócrates de Quíos e Hippias 
(Beckmann, 1970).  
Anaxágoras de Clazómeras (500-428 a.C), es el primer matemático griego del cual se 
afirma que intentó resolver el problema de la cuadratura del círculo (Sánchez, 1994). Fue 
amigo y maestro de Pericles (495-429 a.C). Plutarco (125 a.C), historiador griego, indicó 
que cuando Pericles cayó en desgracia, sus oponentes acusaron a Anaxágoras de ateo. 
Estando en Atenas, Anaxágoras proclamó que el Sol era una piedra incandescente 
mientras que la Luna, era una piedra que reflejaba la luz del Sol. Por tal afirmación estuvo 
preso y fue expulsado de Atenas. Estando en la cárcel, retomó el problema de la 
cuadratura del círculo y aunque su trabajo se ha perdido, su mención se debe al particular 
interés sobre el problema en la antigüedad.  
Otro de los grandes matemáticos griegos que consideró el problema de la cuadratura del 
círculo fue Antifón (480-411 a.C) quien creía que usando los elementos de la geometría 
griega podría cuadrar un círculo dado, ya que si un polígono regular se podría cuadrar 
entonces podría encontrar un polígono equivalente a un círculo, de tal forma que este 
último pudiese cuadrarse.  
Consiguió acercarse bastante a la solución del problema ya que consideró a la 
circunferencia como el límite de la sucesión de los polígonos regulares inscritos. A medida 
que aumentaba el número de lados del polígono regular, la diferencia entre el área del 
polígono y el área de la circunferencia disminuye hasta hacerse muy pequeña sin ser 
cero.  
Hipócrates de Quíos (470-377 a.C) también dedicó parte de su vida al estudio del área de 
una circunferencia. Fue el primero en calcular el área exacta de ciertas figuras curvilíneas 
llamadas lúnulas (Beckmann, 1970). 
Una lúnula es la superficie comprendida entre dos arcos de circunferencia que tienen la 
misma convexidad y que se cortan formando una figura de media luna (Sánchez, p 25). 
Las lúnulas representan figuras más complicadas que los círculos pero construibles con 
regla y compás que se pueden cuadrar de tal forma que tengan la misma área que un 
cuadrado construido. 
13 
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Figura 1.5.1. El cuadrado CDOE tiene la misma área que la región circular limitada por el arco   ̂ 
Hippias de Elis (460 a.C) fue el inventor de una de las curvas más interesantes. La curva 
de Hippias, bautizada con el nombre de trisectriz, fue llamada así porque puede dividir un 
ángulo en un número cualquiera de partes iguales6, esto es, resolver el problema de la 
trisección del ángulo. Sin embargo, también permite resolver el problema de la cuadratura 
del círculo, como lo demostró Dinostrato (350 a.C).  
Si ABCD es un cuadrado, BED un sector circular con centro en A y radio AB, la cuadratriz 
de Hippias es el lugar geométrico de todos los puntos que se obtienen al intersecar el 
radio   ̅̅ ̅̅  con la recta    ⃡    , al desplazar uniformemente el radio   ̅̅ ̅̅  de la circunferencia 
hasta la posición   ̅̅ ̅̅  y la recta    ⃡     paralelamente hasta la posición de la recta que 
contiene a   ̅̅ ̅̅ .  
Propuesta: Sean ABCD un cuadrado y   ̂  un cuadrante del círculo que tiene centro en A 
y radio AB. Suponga que el radio del arco construido  se mueve uniformemente desde su 
posición inicial AB hasta el lado AD, de otra forma, suponga que el punto B se mueve con 
velocidad constante, sobre el arco de circunferencia   ̂ hasta el punto D. De otro parte 
suponga que con la misma velocidad, el lado BC se mueve paralelamente al segmento 
AD. Si los dos movimientos se inician simultáneamente, los puntos de intersección del 
radio con el lado del cuadrado que se están generando determinan la curva llamada La 

















Euclides, es considerado no el padre de la geometría, sino el padre del rigor matemático 
(Beckmann, 1970). Su principal obra, “Elementos”, llena de belleza, sencillez y genialidad 
escrita 300 años a.C, ha sido sin duda una de los textos de mayor impacto en toda la 
historia, al cual se atribuye la creación de un primer sistema axiomático, en el cual 
Euclides estableció las herramientas suficientes para demostrar rigurosamente todos los 
teoremas expuestos. 
Durante siglos, el rigor de las demostraciones fue reconocido como un modelo a imitar; 
por mucho tiempo se utilizó como texto guía en la enseñanza de la geometría en las 
escuelas (en algunas su uso es aún indispensable). La extraordinaria obra de Euclides ha 
sido tomada como modelo en otras ramas de la matemática y en otros campos del saber 
cómo la filosofía o la física.  
En el libro XII, Proposición 2, Euclides demuestra que “La relación entre las áreas de los 
círculos es igual a la relación entre los cuadrados de sus diámetros”. Este hecho es 
significativo por ser la primera vez que se establecía la existencia de una constante, que 
























           . 
Esta constante es justamente  . De ahí que el área de una circunferencia es      . 
1.7 ARQUÍMEDES  
 
Arquímedes de Siracusa (287 -212 a.C) fue uno de los más grandes matemáticos de la 
antigua Grecia. Estudió en la Universidad de Alejandría y fue considerado el primer 
ingeniero científico y el padre de la física como ciencia.  
En la “Medida del círculo”, una de sus obras, Arquímedes reduce el problema de la 
cuadratura del círculo a la rectificación de la circunferencia. Para ello, usa una curva que 
hoy recibe el nombre de la “espiral de Arquímedes”, construida probablemente con el 
objeto de cuadrar un círculo dado. En su libro “Sobre espirales” dedica parte al estudio de 
las curvas y sus tangentes, los cuales le llevan a la solución de la cuadratura del círculo 
(Sánchez, 1994).  
Para aproximarse al valor de  , Arquímedes halló cotas superiores e inferiores de  . Este 
hecho se observa en la tercera proposición de su tratado “La medida del círculo”: 
“La circunferencia de un círculo es igual al triple del diámetro y una parte de este menor 
que la séptima y mayor que diez setenta y un avos del diámetro” 
Usando notación actual, tenemos que la longitud de una circunferencia es     con   su 




       
 
 
    . De esta manera, se tiene que 
  
  






      
 
 
   
   
   




   
  












Arquímedes observó que a medida que inscribía y circunscribía polígonos regulares en 
una circunferencia de radio conocido, su perímetro se aproximaba cada vez más al 
perímetro de la circunferencia. Aunque se desconoce el método que utilizó para realizar 
sus cálculos, se sabe que inscribió y circunscribió polígonos regulares de 12, 24, 48 y 96 
16 
DE LOS POLÍGONOS REGULARES AL NÚMERO   
 
lados partiendo de dos hexágonos regulares empleando “emparedados” (Lehmann, 
2006).  
1.8 INDIA 
Los Siddhartas, publicaron en el año 380 a.C  un valor aproximado de    
   
    
 
      . 
Utilizando el sistema sexagesimal, obtenemos el valor de         , el cual fue usado 
anteriormente por los griegos.  
Los primeros indicios de la matemática hindú, fueron recopilados por Aryabhata en el 
Aryabhatiya escrito en el año 499 a.C. Uno de sus problemas indica que “sumar 4 a 100, 
multiplicar este resultado por 8 y sumar 62000 es aproximadamente igual a una 
circunferencia de radio 20000. Es decir,                     . Este mismo valor 
lo obtuvo Bashkara (1114 d.C).  
Los matemáticos Hindúes utilizaron un método similar al arquimediano7. Partieron de un 
hexágono, duplicando progresivamente sus lados, hasta obtener polígonos de 12, 24, 48, 
96, 192 y 384 lados.   
Brahmagupta (598 a.C) calculó el valor aproximado de   como √             quien 
lo hizo probablemente basado en el método de Arquímedes8.  
Al parecer, los Hindúes asumieron que al aumentar el número de lados de un polígono 
regular inscrito, su perímetro se aproximaba cada vez más a √
    
  




Hou Han Shu, en el año 130 a.C, asignó el valor de         , usando √  . Un 
documento del año 718 a.C indica que   
  
  
         .  Liu Hui, en 264 a.C utilizó una 
variación del método arquimediano inscribiendo polígonos hasta de 192 lados. 
Únicamente utilizó círculos inscritos, mientras que Arquímedes utilizó círculos inscritos y 
circunscritos.  Calculó que                    . Sus trabajos continuaron y con un 
polígono de 3072 lados, encontró que          .  
                                                          
 
7
 Si la longitud de un lado de un polígono regular con n lados inscrito en una circunferencia es s(n) entonces 
la longitud del lado de un polígono de 2n lados es       √  √        
8
 Arquímedes observó que a medida que inscribía y circunscribía polígonos regulares en una circunferencia 
de radio conocido, su perímetro se aproximaba cada vez más al perímetro de la circunferencia. 
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Esta fue quizá una aproximación más exacta que la de Arquímedes, ya que utilizó un 
sistema numérico decimal con notación posicional9. 
Liu, indicó que el área de una circunferencia es la mitad de la circunferencia por la mitad 
del diámetro. Usando notación actual, tenemos que: 






  Donde C es la longitud de la circunferencia y d es su diámetro. 
Luego, si r es el radio, tenemos que     
 
 
      
 
 
    , donde      10. 
La aproximación más exacta de    se obtuvo un milenio más tarde, cuando el astrónomo y 
matemático chino Zu Chongzhi (426-500) obtuvo el siguiente resultado:  
  
   
   
                                                  
                                                          
                                                             ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
                                                            ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
La cual continúa repitiéndose cada 112 decimales (Lehmann, 2006). 
1.10 𝝅 COMO SERIE DE NÚMEROS11 
 
El estudio de las cifras inició con los trabajos de Leonardo de Pisa (1170-1250), quien fue 
conocido también con el nombre de Fibonacci. El sistema, de numeración decimal12 
apareció en occidente en el siglo X y Fibonacci lo dio a conocer en su libro “Liber abaci”. 
Los cálculos que se podían efectuar en el nuevo sistema de numeración, proporcionaron 
una gran ayuda a comerciantes y agricultores quienes usaron los algoritmos apropiados, 
aunque con lentitud, para resolver sus problemas diarios (Navarro, 2011). 
                                                          
 
9
 Los chinos estuvieron dentro de las primeras culturas que utilizaron un sistema decimal posicional. 
10
 La longitud C de una circunferencia de radio r es      .  
11 Si a cada entero positivo n le corresponde un único número real   , el conjunto determinado por todos 
los números reales                recibe el nombre de sucesión infinita. Suele utilizarse el símbolo {  } 
para representar a la sucesión cuyo término n-simo es    
12 Nuestro sistema de numeración decimal, de procedencia Indoarábiga es posicional y cuenta con las cifras 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9. Aparecen por primera vez en España (974-976) en el códice albeldense, conocido 
como código de Vigila por el monje que lo realizó. 
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Aplicando el método de Arquímedes, Fibonacci publicó en una de sus obras,  “Practica 
geometricae” hacia 1220, un valor aproximado para   
   
   
         .  
En 1494, el matemático persa Jamshid al-Kâshî (1380 – 1429), conocido como “El de 
Samarcanda”, calculó    y lo hizo utilizando el sistema sexagesimal de numeración, 
hasta 9 cifras. En el sistema de numeración decimal, tiene una aproximación correcta de 
16 cifras decimales.  Al Kashî calculó: 





   
 
  
   
 
 
   
 
  
   
 
  
   
 
  
   
   
Para ello utilizó polígonos inscritos en una circunferencia de hasta       lados. Su 
aproximación, superó por trece cifras decimales la del matemático Hindú Madhava de 
Sangamagrama (1350-1425) quien por primera vez había aproximado el valor de   a 
través de una serie infinita (Navarro, 2011), 
 
 









   




 ya que requería de la suma y resta de un número grande de términos. Así 
que transformó la serie en otra más simple,  
  √  (  
 
   
 
 
    
 
 
    
  ) 
Y de esta forma pudo calcular el valor de  . 
En 1593, el matemático francés François Vietè utilizó el método de Arquímedes y trabajó 
con polígonos regulares de 393216 (     ) lados.  
Su procedimiento consistió en relacionar el área de un polígono de   lados uno de    
lados13.  
                                                          
 
13
 En la literatura encontramos el resultado final, en esta parte hemos elaborado los desarrollos. 
19 
DE LOS POLÍGONOS REGULARES AL NÚMERO   
 
 
El área      de un polígono regular de   lados es   veces el área del triángulo     .  
Para calcular el área del triángulo     , calculemos la base AB y su altura h: 




, donde           
Para calcular h, tenemos que, 
     
 
 
 y por tanto         
Luego, 
       
           
 
 
De donde,  
     
 
 
           14 
             
Para un polígono de    lados, calculamos el área del triángulo     . Para ello, hallamos 
la longitud del lado   ̅̅ ̅̅   y la altura h del triángulo. Luego,  
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Para calcular  , tenemos que, 
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De donde,                
Siguiendo el mismo proceso que el anterior, obtenemos que        
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La razón entre las dos áreas 
    
     
 
           
       
      
Al duplicar el número de lados del polígono de    lados, obtenemos un polígono regular 
de    lados. De esta forma, tenemos que: 
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)    
Si continuamos con este proceso, tenemos que  
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Cuando   tiende a infinito, el perímetro del polígono regular con    lados se aproxima a la 
longitud de la circunferencia circunscrita. 
Luego, 
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) y por tanto,     
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Sustituyendo      por 
 
 
          , tenemos que 
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Adriaan Van Roomen (1561-1615), matemático holandés amigo de Vietè, utilizó también 
el método de Arquímedes, utilizando polígonos regulares de hasta    lados. En el año 
1593 calculó 16 cifras exactas para   (Navarro, 2011). 
Entre los intentos posteriores para calcular el valor de   se destacan los trabajos de 
Ludoph Van Ceulen (1540-1610) quien en 1596 calculó 20 cifras exactas y al momento de 
su muerte se encontró que había calculado otras 15 para un total de 35 (Barco y Guzmán, 
2005) El trabajo de Van Ceulen fue reconocido a tal punto de que a   , antes de recibir 
este nombre, se le conoció como el número ludolfino.  
Willebrond Snel Van Royen (1580-1626) fue un reconocido estudiante de Van Ceulen, 
quien calculó el valor de   con 35 cifras decimales exactas, las cuales publicó en el año 
1621 en su obra “Cyclometricus”. Christiann Huygens (1629-1695) justificó en años 
posteriores el trabajo de Snel, quien aplicó un método similar al de Arquímedes. 
Chistoph Grienberger (1561-1636), jesuita austriaco, en 1630 calculó 39 cifras decimales 
para  . Su trabajo fue reconocido a tal punto que uno de los cráteres lunales lleva su 
nombre.  
En 1647, el matemático inglés John Wallis (1616-1703) designó a la razón entre la 
longitud de la circunferencia y su diámetro como 
 
 
 donde   representa el perímetro de la 
circunferencia y   su diámetro. En 1685, Wallis calculó el valor de             
El matemático británico James Gregory (1651-1742) obtuvo en 1668 la serie infinita 
  ∑




    
 
   
 
Y que en 1699 le permitieron calcular el valor de   con 71 cifras decimales. En la cultura 
occidental, se atribuye a Gregory haber propuesto la serie,  
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  15 
anticipándose al matemático alemán Gottfried Leibniz quien la abordó cinco años más 
tarde. Esta serie converge muy lentamente, ya que se necesitan al menos 100000 
términos para hallar con exactitud 25 cifras decimales de  . 
En 1706, John Machin (1686-1751) dio a conocerla serie que lleva su nombre: 
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Multiplicando por 6 en ambos lados de la igualdad, se obtiene 



















   
 















   
 
       
)  
             
Carl Gauss (1777-1855) también se dio a la búsqueda de series convergentes a  . En 
1863, demostró que  
 
 
        
 
  
       
 
  
       
 
   
, 
Posteriormente, Junto con Zacharias Dahse (1824-1861), un gran calculador mental, 
Gauss se utilizó la expresión  
 
 
      (
 
 
)       (
 
 




Consiguiendo calcular correctamente 200 cifras decimales.  
                                                          
 
15
 Esta fórmula fue desarrollada en principio por Madhava que luego pasaría a la historia occidental con el 
nombre de “fórmula de Leibniz”, solo que Madhava la descubrió mucho antes en dl año 1400.  
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La búsqueda por calcular resultados cada vez más aproximados hacia  , continuó, 
aumentando el número de cifras decimales confundidos entre el éxito y el error. Hacia 
1847, el matemático alemán Tomas Clausen (1801-1855) calculó 248 cifras decimales de  
 , mientras que 6 años más tarde,  el matemático inglés William Ruthenford (1789-1871) 
calculó 440 cifras decimales. Hacia 1874, uno de los estudiantes de Ruthenford, William 
Shanks (1812-1882), luego de 15 años de trabajo, calculó 707 cifras decimales, con un 
error en la cifra 528.  
En 1914, el matemático Indio Srinivasa Ramanujan (1882-1920) estableció varias series 
convergentes a  , aunque algunas muy complicadas para realizar los cálculos 
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Sin embargo, Ramanujan obtuvo la expresión  
  √   
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La cual únicamente es correcta hasta la octava cifra, pero sencilla de calcular.  
1.11 EL CÁLCULO INFINITESIMAL Y 𝝅 
 
Gottfried Leibniz (1646–1716) e Isaac Newton (1642-1727) aunque en distinto lugar pero 
simultáneamente, fueron los creadores del cálculo infinitesimal. También abordaron el 
estudio de   usando series e integrales (Navarro, 2011). Hacia 1665, Newton partió de la 









    
 
 
     
 
 
     
  ) 
Sir Isaac Newton, había encontrado la forma de calcular la derivada y la integral de una 
función. Demostró que la integral equivale a calcular el área bajo la curva en un intervalo 
dado. Calculó la función arcoseno16 como una integral: 
∫
  
√    
        
Usando el teorema del binomio, obtuvo que  
                                                          
 
16
 Es la función inversa del seno de un ángulo, tal que si                          
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Integrando término a término, obtuvo 






   
   
  
 
   
Sustituyendo   
 
 






 se tiene la serie 





      
 
   
        
  )(Beckmann, 1970, p. 141). 
 
Entre tanto, Gottfried Leibniz, desarrolló la serie infinita 
 
 









  17 
Con bastante lentitud, ya que se necesitan aproximadamente 100000 términos para hallar 
una exactitud de   de cinco cifras decimales. Al multiplicar la serie por 4, obtenemos la 
serie 









  )   ∑
       
    
 
   
 









   
 
      
)               
1.12 LA IRRACIONALIDAD Y TRASCENDENCIA DE 𝝅 
 
Johann Heinrich Lambert (1728-1777), a quien se le atribuye la creación de la geometría 
hiperbólica demostró en 176118 que   es un número irracional. Adrien–Marie Legendre 
(1752-1833) en su obra “Elements of Gėometrie” (1794) realizó una prueba mucho más 
rigurosa de la irracionalidad de  , probando además que    también es irracional 
(Navarro, 2011).  
                                                          
 
17
 Aunque se tiene referencia del trabajo desarrollado cuatro años antes por James Gregory a quien se le 
atribuye el cálculo de la serie. 
18
 La fecha es incierta, pudo, de hecho, haber sido en 1767. 
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Lambert hizo la demostración usando fracciones continuas19. La prueba consistió en 
demostrar que si   es un número racional distinto de cero entonces la tangente de x es 
irracional. Dado que    (
 
 
)     entonces   no podía ser racional. En 1770 Lambert 
desarrolló una fracción continua para   (Lehmann, 2006). 


























    
 
Carl Ferdinand Von Lindemman (1852-1939), matemático alemán, probó en 1882 que   
es un número trascendente20. De esta forma, comprobó que no es algebraico y en 
consecuencia no es construible con regla y compás. De esta forma demostró 
contundentemente la imposibilidad de cuadrar el círculo usando únicamente regla y 
compás (Lehmann, 2006).  
David Hilbert (1862-1943), sin duda uno de los más grandes matemáticos de la historia 
debido a sus aportes al desarrollo de distintas ramas de la matemática, publicó en 1893 
su obra “Nachrichten der gesellschaft der wissenschaft zu Gottingen zu Gottingen”, en la 
cual basado en  principios más elementados que los usados por Lindemman, prueba la 
trascendencia de  .21   
1.13 LA ERA COMPUTACIONAL 
 
Con el ordenador como herramienta tecnológica, la tarea de calcular aproximaciones cada 
vez mejores de   se ha simplificado notoriamente con el uso de algoritmos, y ya no está a 
disposición de errores humanos. Desde 1949, año tras año, década tras década se hallan 
                                                          
 
19




    
 con   un número entero y cada uno de los      números enteros 
positivos, recibe el nombre de fracción continua.  
20
 Un número real es algebraico si es solución de alguna ecuación polinómica con coeficientes racionales. Un 
número es trascendente si no es algebraico.  
21
 HILBERT DAVID. FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRÍA. TEXTOS UNIVERSITARIOS. CONSEJO NACIONAL DE 
INVESTIGACIONES CIENTÍFICAS. PAG XVII.  
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más cifras decimales de  . En 1981, los matemáticos Kazuroni Miyhoshi y Kazuhika 
calcularon 2000036 cifras decimales de de   en su ordenador que tardó 137 horas y 20 
minutos en realizar el cálculo. En 1988, Yoshiaki Tamura y Yasumasa Kanada calcularon 
un total de 201326551 cifras decimales, tiempo en el cual su ordenador demoró unas 6 
horas. Para 2002, Yasumasa Kanada halló un total de 1241100000000 cifras decimales 
de   en un ordenador que tardó 600 horas en calcularlas. 
En cuanto al uso de los ordenadores para calcular el valor de  , se ha llegado al punto en 
el cual los científicos informáticos ya no están interesados en competir para obtener una 
mayor exactitud de   , sino para probar cuan rápidos son los ordenadores.  Los científicos 
informáticos  creen que los algoritmos son ideales para calcular valores más exactos de   
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2 ASPECTOS DISCIPLINARES 
 
En este capítulo se plantean los aspectos disciplinares necesarios que sustentan la 
propuesta de enseñanza. Hacemos notar que el propósito de la propuesta es hallar 
aproximaciones del número   considerando los perímetros de polígonos regulares, los 
cuales son construidos a partir de su apotema y el radio de su circunferencia circunscrita. 
Resaltamos que aunque, para tal fin los métodos empleados son naturales, poco se 
utilizan de esta manera y los textos poco los consideran. En particular poco se considera 
los procesos de reversibilidad en la enseñanza. Al respecto, aquí se expone la forma en 
que a partir de los elementos de un polígono se recupera su construcción.  
Finalmente se construye una sucesión de los perímetros de los polígonos regulares 
inscritos en una circunferencia, a partir de la sucesión de apotemas de los mismos 
polígonos. De manera natural, esta sucesión converge a   . El valor agregado en esta 
discusión es que la sucesión se da de forma explícita y su convergencia se hace 
formalmente. Además, su estudio permite obtener aproximaciones de  . 
Los conceptos básicos toman como base el texto Geometría Moderna, escrito por Edwin 
Moise. Este libro de carácter didáctico pretende ilustrar la forma en que se desarrolla un 
sistema axiomático. Aunque el texto intuitivamente, pretende imitar a Euclides y a David 
Hilbert en algunos aspectos, toma en cuenta además de los primeros postulados de la 
geometría, la teoría de conjuntos y los números reales. De esta manera, se llega de una 
forma más sencilla a los conceptos que nos interesan y que son propios para los niveles 
de enseñanza media y primeros cursos universitarios. Naturalmente para otros propósitos, 
se estudia rigurosamente a Euclides y a Hilbert. 
2.1 POLÍGONOS 
 
Definición. Sea                 puntos en un plano dado no colineales. Si los 
segmentos     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,…,    ̅̅ ̅̅ ̅̅  solo se intersectan en sus extremos a la reunión de ellos 
se le llama el polígono y se nota               . 
Cada uno de los segmentos     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,…,      ̅̅ ̅̅ ̅̅  se llaman los lados del polígono. El  














Figura 2.1.1. En el polígono              se puede observar que para    la intersección de todos 
los triángulos con vértice en    es vacía. 
 
2.1.1 PERIMETRO DE UN POLÍGONO  
 
Definición. El perímetro de un polígono es la suma de las longitudes de todos sus lados. 
Si un polígono regular tiene   lados de longitud  , su perímetro es      . 
2.1.2 POLÍGONO CONVEXO 
 
Definición. Si en un polígono, al trazar la recta que contiene alguno de sus lados ningún 










Figura 2.1.2.1.(a) El polígono ABCD no es convexo, ya que el lado   ̅̅ ̅̅  y el lado   ̅̅ ̅̅ están en lados 
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2.1.3 POLÍGONOS  REGULARES 
 
Definición. Sea               un polígono dado. El polígono es regular si: 
1.       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅  para todo  , con         
2. El ángulo                         para todo k, con       
De otro modo, un polígono es regular si todos sus lados son congruentes entre sí, y todos 
sus ángulos interiores son congruentes.  
Con frecuencia, suelen utilizarse letras mayúsculas en lugar de cada uno de los   , como 
A, B, C, D, etc. Cada uno de ellos son los vértices de polígono dado. Así mismo, los 







Figura 2.1.3.1. Hexágono regular ABCDEF, un polígono regular de 6 lados 
Nótese que todo polígono regular es convexo 
2.2 LA CIRCUNFERENCIA 
 
Definición. Sea O un punto dado y r un número real positivo. La circunferencia con 
centro en O y radio r es el conjunto de todos los puntos del plano que se encuentran a 
una distancia r de O.  
Todo segmento que une dos puntos de una circunferencia es una cuerda y la parte de la 
circunferencia determinada entre los dos es un arco; el diámetro de una circunferencia 
es una cuerda que contiene su centro.  
Si una recta y una circunferencia contenidas en un mismo plano se interceptan, pueden 
tener dos posiciones relativas: son secantes si la recta contiene una cuerda sobre la 
circunferencia; son tangentes si el punto de corte es un único punto. En tal caso, la 
tangente y el radio trazado desde el punto de corte con perpendiculares. 
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De la definición de circunferencia, se deduce que todos sus radios son congruentes; 
análogamente, todos los diámetros en una circunferencia también lo son. Utilizaremos los 
términos “radio” y “diámetro” de una circunferencia para referirnos también a su longitud. 
 
2.3 POLÍGONOS INSCRITOS Y CIRCUNSCRITOS A 
UNA CIRCUNFERENCIA. 
 
POLÍGONO INSCRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA 
Definición. Un polígono está inscrito en una circunferencia, si cada uno de sus  vértices 
son puntos de la circunferencia. En tal caso, también se dice que la circunferencia está 
circunscrita en el polígono.  
POLÍGONO CIRCUNSCRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA 
Definición. Un polígono está circunscrito en una circunferencia, si la recta que contiene 
a cada uno de sus lados es tangente a la circunferencia dada. De otro modo, también se 
dice que la circunferencia está inscrita en el polígono.  
 
Figura 2.3.1. a), el polígono ABCD está inscrito en la circunferencia con centro en O 
b), el polígono regular ABCDEFG está circunscrito a la circunferencia con centro en O. 
Teorema 2.3.1. Dados tres puntos no colineales existe una única circunferencia que los 
contiene a los tres.  
Demostración. Sea         tres puntos no colineales. Entonces se determina el triángulo 
ABC. Sea  el punto de corte de las mediatrices del triángulo. Por lo tanto   ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅  
son congruentes entre sí. Así, con centro en   y radio   ̅̅ ̅̅    se determina la circunferencia 














                   a)
     b)
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Figura 2.3.2. Dados tres puntos no colineales existe una única circunferencia que los contiene a los 
tres. 
2.3.1 CONSTRUCCIÓN DE POLÍGONOS REGULARES  
 
En general, un polígono regular puede considerarse inscrito o circunscrito en una 
circunferencia. En ambos casos definimos el centro del polígono como el centro de la 
circunferencia inscrita o circunscrita. 
Para construir un polígono regular de n lados se consideran ángulos centrales de 
    
 
 con 
vértices en el centro   de una circunferencia. La circunferencia queda dividida de esta 
forma en n arcos congruentes entre sí. Luego, para cada arco trazamos la cuerda 
correspondiente obteniendo así un polígono regular de   lados. Nótese que esta 
construcción es realmente teórica pues siendo rigurosos no todos los ángulos son 
construibles con regla y compás. 
 
Figura 2.3.1.1. Para construir un polígono regular de 6 lados, trazamos con centro en O un radio 
  ̅̅ ̅̅ . Luego trazamos ángulos de 
    
 
     . Los puntos B, C, D, E y F serán los otros cinco vértices 
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En este punto bien vale la pena preguntarse: ¿Es posible construir todo polígono regular 
utilizando únicamente regla y compás? 
Un polígono regular de   lados es construible con regla y compás si y solo si la 
descomposición en factores primos de n es de la forma                 
siendo     y cada uno de los    primos de Fermat, es decir números de la forma  
  
 
  . 
De esta forma, es posible construir por ejemplo, un triángulo equilátero porque     
 
 
 , el cuadrado también es construible, ya que     , el pentágono regular puesto que 
    
 
  , el hexágono regular ya que       
 
   . Sin embargo, el heptágono 
regular no se puede construir ya que     
 
   para todo 
2.4 ELEMENTOS DE UN POLÍGONO REGULAR 
 
Hemos definido qué es polígono y en particular, hemos definido polígono regular. Sin 
embargo, es necesario definir algunos de sus elementos, los cuales serán útiles en el 
desarrollo teórico de la propuesta. Entre ellos, encontramos apotema, ángulo poligonal 
central y sagita. Resaltamos que en esta parte se hacen las pruebas necesarias, que 
consideramos de carácter original. 
2.4.1.1 APOTEMA DE UN POLÍGONO REGULAR 
 
Definición. Sea   un segmento dado. Se dice que   es una apotema de un polígono 
regular si: 
1. Biseca y es perpendicular a uno de los lados del polígono regular correspondiente 
2. Si   y   son dos apotemas consecutivas cualesquiera, estas forman un ángulo, 
cuya medida es  
n
º360
. Este ángulo recibe el nombre de ANGULO CENTRAL 
DEL POLÍGONO22  
                                                          
 
22
 Nótese que la medida de un ángulo central en un polígono regular es igual al de la circunferencia 
circunscrita al polígono. En consecuencia, las apotemas de un polígono regular concurren al centro de la 
circunferencia. 
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Figura 2.4.1.1.1. Cada apotema trazada, biseca y es perpendicular al lado correspondiente en un 
polígono regular. Además las apotemas concurren en el centro de la circunferencia circunscrita al 
polígono regular dado. 
 
Nótese que la apotema de un polígono regular es el radio de la circunferencia inscrita al 
polígono, cuyos extremos son el centro de la circunferencia y el punto de tangencia de la 
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2.4.1.2 ÁNGULO POLIGONAL CENTRAL 
 
Definición. Un ángulo poligonal central es aquel determinado por la bisectriz de un 
ángulo central del polígono y uno de sus lados23. 
Nótese que la medida de un ángulo poligonal central es 
    
  
, en el que   es el número de 
lados del polígono regular dado. 
  
 
Figura 4.2.1.2.1. En el pentágono regular ACDEF, los ángulos <AOG, < GOC,  <COH, <HOD, DOI, 
<IOE, <EOJ, <JOF, <FOK y <KOA son ángulos poligonales centrales 
2.4.1.3 SAGITA DE UN POLÍGONO REGULAR 
 
Definición. Sea    ̅̅ ̅̅ ̅ un lado de un polígono regular inscrito en una circunferencia con 
centro en   y   ̅̅ ̅̅  la apotema trazada sobre dicho lado. La sagita del polígono regular, es 






                                                          
 
23 Hacemos notar que esta noción no está explícita en la literatura y la consideramos clave en el desarrollo 
de esta parte del trabajo. 
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Figura 2.4.1.3.1. El segmento   ̅̅ ̅̅  es una sagita en el pentágono regular. 
Se puede observar que el extremo de la sagita es el punto medio del arco de 
circunferencia determinado por dos vértices consecutivos del polígono regular inscrito.  
2.5 LA LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA 
 
Parece natural calcular la longitud   de la circunferencia inscribiendo polígonos regulares 
cada vez con un mayor número de lados para luego determinar su perímetro. Dicho de 
otra manera, a medida que se inscriben polígonos regulares en una circunferencia 
aumentando cada vez más su número de lados, sus perímetros se aproximan más al de 
la circunferencia. Luego, tenemos que si               es una sucesión de los 
perímetros de polígonos regulares de   lados, entonces      . 
Definición. El perímetro de la circunferencia es el límite de la sucesión de los perímetros 
de los polígonos regulares inscritos. 
A manera de ilustración, veamos que la definición de longitud de una circunferencia es 
coherente, es decir que la sucesión en cuestión es creciente y acotada superiormente. En 
efecto, sea    el perímetro de un polígono regular de   lados inscrito en una 
circunferencia de radio r. Si partimos de un cuadrado inscrito en una circunferencia dada, 
haciendo uso de la desigualdad triangular, se tiene que      . Generalizando, se 
obtiene que                . Es de advertir que el polígono de 2n lados se ha 
construido con base en el polígono de n lados bisecando los lados de este último. Así la 
sucesión {   } es creciente y acotada superiormente digamos por el perímetro de un 
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Figura 2.5.1. Se observa que el perímetro del cuadrado es menor que la del octágono, que a su 
vez es menor que la del hexadecágono. 
 
Teorema 2.5.1. La razón de la longitud de una circunferencia y su diámetro es constante. 
Demostración. Sea   una circunferencia con centro en   y radio    y    otra 
circunferencia con centro en    y radio  . Inscribamos en cada una un polígono regular de 








Sea     dos vértices consecutivos de P y       dos vértices consecutivos de   . 
Como        son polígonos regulares de   lados, son semejantes. Por tanto 
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 donde        son los perímetros de los polígonos regulares. 
































  . Esta constante es la que conocemos como  . 
2.6 CONTRUCCIÓN DE POLÍGONOS REGULARES A PARTIR 
DE SU APOTEMA 
 
Para construir un polígono regular de n lados a partir de su apotema, trácese un 
segmento   ̅̅ ̅̅ . 
Al aplicar una giro de 
    
 
 sobre   ̅̅ ̅̅  con centro en  , obtenemos un segmento    ̅̅ ̅̅ ̅̅ , tal que 
  ̅̅ ̅̅     ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Tracemos por    la perpendicular a    ̅̅ ̅̅ ̅̅ .  
Nuevamente, con centro en A y con el mismo sentido del anterior, apliquemos un giro de 
    
 
 sobre    ̅̅ ̅̅ ̅̅ . . De esta forma, se obtiene un segmento    ̅̅ ̅̅ ̅̅ . tal que   ̅̅ ̅̅     ̅̅ ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅ . . 
Tracemos por    la perpendicular a    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ..  
Al aplicar sucesivamente este proceso hasta obtener el segmento   ̅̅ ̅̅  dado inicialmente, 
tenemos     puntos, llamémoslos                  , los cuales equidistan de  . Por 
cada uno de ellos se ha trazado la perpendicular a cada segmento obtenido como imagen 
de   ̅̅ ̅̅  al realizar un giro de 
    
 
  con centro en A. 
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Claramente, las rectas perpendiculares trazadas por los puntos                   se 
cortan dos a dos, determinando un polígono regular de n lados, cuyos vértices son los 
puntos              . 
 Para comprobar que el polígono construido es regular, basta con verificar que,  
                            
En efecto, por el teorema de la hipotenusa y el cateto, todos los triángulos son 
congruentes y por tanto,     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅     ̅̅ ̅̅ ̅̅  
Luego, tenemos que     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ y por tanto, el polígono es regular. 
2.7 CONSTRUCCIÓN DE POLÍGONOS REGULARES DE    
LADOS A PARTIR DE UN POLÍGONO REGULAR DE   
LADOS 
 
Dado un polígono regular de   lados inscrito en una circunferencia de radio 1, bisecando 
los lados se obtiene un polígono regular de    lados. Para el caso que nos ocupa, es 
necesario decir que   vértices del nuevo polígono coinciden con los extremos de las 
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Sea   el número de lados de un polígono regular. Entonces,   genera a todo polígono de 
la forma         en el cual    . El polígono regular de   lados se llama POLÍGONO 
GENERADOR. 
Por ejemplo, un pentágono regular genera a partir de su sagita, polígonos regulares de 
10, 20, 40, 80,…,        lados. Un triángulo equilátero, genera polígonos regulares de 
6, 12, 24, 48,…,        lados. 
2.8 EL TRIÁNGULO EQUILÁTERO INSCRITO EN UNA 
CIRCUNFERENCIA DE RADIO UNO 
 
A continuación se analizan algunas propiedades que hacen parte de un triángulo 
equilátero inscrito en una circunferencia de radio 1, con el fin de hacer algunas 
deducciones que permitan generalizar los hechos presentados en un polígono regular de 
  lados. 
Cabe resaltar que la teoría que se plantea, se puede aplicar sobre cualquier polígono 
regular de   lados. 
 
Figura 2.8.1. Construcción de un hexágono regulara partir de un triángulo equilátero. 
Sea     un triángulo equilátero,   ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅, sus tres apotemas,   ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅     ̅̅ ̅̅  tres radios 
de la circunferencia circunscrita al triángulo dado y   ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅     ̅̅̅̅  las tres sagitas 
correspondientes a cada apotema respectivamente.  
Sabemos que existe el hexágono regular       , el cual, a su vez determinará el 
dodecágono regular             , estableciendo infinitos polígonos regulares de la 
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Figura 2.8.2. Construcción de un dodecágono y un hexágono regular a partir de un triángulo 
equilátero. 
Ahora bien. Cada ángulo poligonal central tiene una medida de 
    
  
. Por tanto,  en el 
triángulo equilátero, la medida de cada ángulo poligonal central es 60º.  
El radio de la circunferencia circunscrita al triángulo equilátero trazado del centro de la 
circunferencia a uno de los vértices del hexágono regular,  biseca al ángulo conformado 
por dos apotemas consecutivas, siendo evidente que la apotema del hexágono regular 
biseca del mismo modo al lado y al ángulo poligonal central correspondiente. 
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Al trazar la apotema   ̅̅ ̅̅  correspondiente al lado   ̅̅ ̅̅  del hexágono regular, la medida del 
ángulo      será precisamente 30º.  
Puesto que el triángulo equilátero consta de 6 ángulos poligonales centrales, el hexágono 
regular  tiene exactamente 12 ángulos poligonales centrales. 
Si se traza la apotema correspondiente al lado del dodecágono construido con el extremo 
de la sagita   ̅̅ ̅, se determina su correspondiente ángulo poligonal central el cual biseca al 
ángulo <JOE. De esta forma, el dodecágono tiene un total de 24 ángulos poligonales 
centrales. 
Cada ángulo poligonal central en un polígono regular de n lados, decrece a medida que n 
aumenta. Es decir cuando n crece tanto como se desee en un polígono regular de 
exactamente n lados, este se hace cada vez más pequeño, es decir, 
Si   
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Figura 2.8.3. Generación de polígonos regulares a partir de un triángulo equilátero. 
2.9 EL PERÍMETRO DE UN POLÍGONO REGULAR DE   
LADOS INSCRITO A UNA CIRCUNFERENCIA DE RADIO 1.  
 
Mediante el perímetro se calcula la longitud total de un polígono, propiedad que 
posteriormente permite definir a la circunferencia a través de algunas particularidades 
esenciales de la longitud de una apotema dada en relación a uno de los segmentos 
poligonales correspondientes. 
Teorema 2.9.1. La longitud   de un lado de un polígono regular de   lados inscrito en una 
circunferencia de radio 1, está dada por   √     en la que   es la apotema 
correspondiente. 
Demostración. Sea   la apotema correspondiente a uno de los lados de un polígono 
regular dado de   lados.  
Sea   la longitud de una de sus lados. Cada apotema es perpendicular a este y además lo 
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Finalmente, 212 al   
De la igualdad se deduce que a medida que   se acerca más a 1, l decrece. Es decir  
0l Cuando 1a  
Teorema 2.9.2. LA APOTEMA Y EL PERÍMETRO DE UN POLÍGONO REGULAR.  
Sea    una sucesión de polígonos regulares inscritos en una circunferencia de radio 1. 
Sea    la apotema de   . Si    tiende a 1 entonces la sucesión de los perímetros de los 
polígonos es convergente. es decir,  
Si    , entonces     , con   .la sucesión de los perímetros de los polígonos 
regulares y   constante. 
Para efectos del desarrollo teórico que sigue, trabajaremos en particular con el cuadrado. 
El lector puede realizar el mismo ejercicio con otros polígonos regulares y verificar si la 
teoría presentada se puede aplicar en cualquier otro caso.  
2.10 PERÌMETRO DE LOS POLÌGONOS GENERADOS POR EL 
CUADRADO INSCRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA DE 
RADIO 1 
 
Teorema 2.10.1. Sea ABCD un cuadrado inscrito en una circunferencia de radio 1. La 
longitud del lado del cuadrado es √ . 
Demostración. En efecto. El radio de la circunferencia circunscrita al cuadrado dado es 1 
y por tanto, al aplicar el teorema de Pitágoras sobre un triángulo rectángulo isósceles de 
longitud  , se obtiene que   
√ 
 
, resultado que corresponde exactamente a la mitad del 
lado del cuadrado dado. 
Con base en este resultado, se obtiene que el perímetro del cuadrado es    √  
Sabemos que la longitud de la sagita generada sobre un cuadrado de apotema  ,            
es    . Por tanto, sobre su extremo, es posible construir un octágono regular. La 
longitud de su lado se puede observar a continuación. 
Teorema 2.10.2. Sea ABCD un cuadrado inscrito a una circunferencia de radio 1. La 
longitud del lado del octágono regular generado por ABCD es √  √  
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Demostración. Por el teorema 2.10.1, sabemos que la longitud de   es 
√ 
 
. Ahora bien, la 
longitud del segmento    ̅̅ ̅̅ ̅es: 











    
 
 




Por tanto,  
   √  √  
 Luego, el perímetro del octágono regular es  8√  √  
Teorema 2.10.3. Sea ABCD un cuadrado inscrito a una circunferencia de radio 1. La 
longitud del lado del hexadecágono24 regular generado por ABCD es √  √  √  
                                                          
 
24
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Demostración. En la figura, se tiene que        (




. Luego,     
  √ 
 
. 
Finalmente,    
√  √ 
 
, que corresponde a la longitud de la apotema del octágono 
regular construido.   
Luego,      
√  √ 
 
. La longitud del lado   ̅̅ ̅̅  del hexadecágono construido será  
            
    (  










       √  √  (










       √  √  
  √ 
 
 
  √ 
 
 
       √  √    
      √  √  
Finalmente, 
46 
DE LOS POLÍGONOS REGULARES AL NÚMERO   
 
   √  √  √  
De esta manera se obtiene el siguiente resultado: el perímetro del hexadecágono regular 
es 16√  √  √ .  
Teorema 2.10.4. Sea ABCD un cuadrado inscrito a una circunferencia de radio 1. La 
longitud del lado del Triacontakaidígono25 regular generado por      es 
√  √  √  √  
 
Demostración. En efecto. La longitud de    
 
 
  . Por tanto, la longitud de IO, la 
apotema correspondiente al hexadecágono regular construido anteriormente es: 
      
(
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   √  √  
 
 
      
  √  √ 
 
 
    




   
√  √  √ 
 
 
De esta forma, la sagita JI correspondiente al Triacontakaidígono regular generado por 
ABCD es  
     
√  √  √ 
 
 
Para terminar, AJ es el lado correspondiente al Triacontakaidígono regular generado por 
ABCD. En efecto,     (  










      √  √  √  
  √  √ 
 
+
  √  √ 
 
 
      √  √  √  
   √  √  √  √  
Finalmente, se obtiene que el perímetro de un Triacontakaidígono regular es                  
    √  √  √  √  
Los resultados obtenidos de los teoremas en esta sección, pueden ser colocados en una 
matriz, que indica la relación entre el número de lados de un polígono regular de   lados 
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generado por un cuadrado inscrito a una circunferencia de radio 1, la longitud de su lado, 
su perímetro y la longitud de su apotema: 
Polígono regular Lado Perímetro Apotema 




√  √   √  √  




√  √  √    √  √  √  





no √  √  √  √   √  √  √  √  




Es natural pensar, que se puede generalizar lado, perímetro y apotema para todo 
polígono regular de la forma    para todo    . Esto es: 
El lado de un polígono regular de n lados generado por un cuadrado inscrito a una 
circunferencia de radio 1, está dado por la expresión   √  √  √   , en la cual el 
número de raíces es    . 
El perímetro de un polígono regular de n lados generado por un cuadrado inscrito a una 
circunferencia de radio 1, está dado por la expresión    √  √  √   , en la cual el 
número de raíces es    . 
La apotema de un polígono regular de n lados generado por un cuadrado inscrito a una 
circunferencia de radio 1, está dado por la expresión   
√  √  √    
 
 en la cual el número 
de raíces es    . 
Continuando con el proceso, el perímetro    de un polígono regular de la forma    
    
con       perímetro del cuadrado, se obtiene que 
    
   √        
Con    la apotema del polígono regular  
Ahora, haciendo uso de que la longitud de una circunferencia es   , como lo anotamos en 
el capitulo anterior, se tiene el siguiente resultado: 
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Teorema2.10.5 Sea    la sucesión de las apotemas generadas por la sucesión de los 
polígonos regulares inscritos a partir del cuadrado. Si    tiende a 1 entonces la sucesión 
de los perímetros de los polígonos regulares inscritos   tiende a    . Esto es, 
Si    
√    
       
 
   entonces     √           con     el número de lados del 
cuadrado y    .  
Este resultado se prueba en la siguiente sección, en la cual se hace uso de algunos 
conceptos de cálculo para comprobar los resultados obtenidos. 
2.11 UNA SUCESIÓN QUE CONVERGE A  𝝅  
 
En la sección anterior observamos en una matriz, la relación entre la longitud del lado, el 
perímetro y la apotema de los primeros cuatro polígonos regulares generados por un 
cuadrado inscrito a una circunferencia de radio 1.  
Analizando el comportamiento de los valores de la tabla a medida que aumenta el número 
de lados de un polígono regular, se observa que existe una relación entre el lado de cada 
polígono con su apotema a partir del hexadecágono regular. Estos resultados se analizan 
en la siguiente sección.  
SUCESIÓN. 
Definición. Si a cada entero positivo   le corresponde un único número real   , el 
conjunto determinado por todos los números reales                recibe el nombre de 
sucesión infinita. Suele utilizarse el símbolo {  } para representar a la sucesión cuyo 
término n-simo es    (Apostol, 1998). 
De esta forma, podemos definir el lado, el perímetro y la apotema de un polígono regular 
en términos de sucesiones infinitas de números reales.  
Retomemos la matriz: 
Polígono regular Lado Perímetro Apotema 




√  √   √  √  




√  √  √    √  √  √  





no √  √  √  √   √  √  √  √  
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Si asignamos con {  } la sucesión que define la longitud de la apotema correspondiente a 
un polígono regular de la forma      inscrito a una circunferencia de radio 1, tenemos: 
 
   
√ 
 
 Apotema del cuadrado. 
     √  
   
√     
     
 
 
√  √ 
 
 Apotema del octágono 
    √  √  
   
√    
     
 
 
√  √  √ 
 
 Apotema del hexadecágono 
    √    
      
√  √  √  
   
√    
     
 
 
√  √  √  √ 
 
 Apotema del Triacontakaidígono 
    
√  √  √  √  
Sea {  } la sucesión que define la longitud de la apotema correspondiente a un polígono 
regular de la forma      inscrito a una circunferencia de radio 1. El término n-simo de la 
sucesión es 
   
√    
       
 
 para todo    .  
En este punto es de anotar que por definición adoptaremos     .  
A continuación, probaremos que la sucesión    
√    
       
 
 de las apotemas de los 
polígonos regulares es convergente. Para efectos de la demostración, usaremos algunas 
nociones básicas de las sucesiones, las cuales se definen a continuación: 
LÍMITE DE UNA SUCESIÓN. 
Definición Una sucesión {  } tiene límite  , si para todo número real positivo  , existe 
un número entero positivo  , tal que  
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|    |     para todo      (Apostol, 1998) 
A continuación, se presentan tres definiciones que se necesitan para probar un resultado 
fundamental en el desarrollo teórico de la propuesta. Así mismo se presenta el axioma de 
completitud de números reales.  
SUCESIÓN CRECIENTE 
Definición. Una sucesión {  } es creciente si          para todo    .  
SUCESIÓN ACOTADA SUPERIORMENTE 
Definición Una sucesión {  } está acotada superiormente si existe un número real 
positivo x tal que |  |    para todo  .  
Todo número real     se llama cota superior de la sucesión {  } . 
EXTREMOS SUPERIOR DE UN CONJUNTO 
Definición. Un número real   es extremo superior (sup) de un conjunto no vacío S si: 
1. A es cota superior de S. 
2. Ningún número menor que A es cota superior de S. 
AXIOMA DE COMPLETITUD DE LOS NÚMEROS REALES 
Todo subconjunto S no vacío de números reales acotado superiormente posee extremo 
superior; esto es, existe un número real A tal que A = sup S. (Apostol, 1998) 
Teorema 3.7.1. La sucesión    
√            
 
 converge a 1 
Demostración. Claramente la sucesión    es creciente pues a medida que aumenta el 
número de lados de los polígonos regulares construidos, aumenta la longitud de su 
apotema. Ahora bien, puesto que la construcción parte de un radio igual a 1, es fácil ver 
que las apotemas de los polígonos construidos son, digamos menores que 2. Por lo tanto 
la sucesión es convergente. Calculemos su límite: 
Supongamos que       
√            
 
   
Como    
√     
       
 
 entonces                
√     
       
 
 
Luego,   
√    
 
. Por tanto,    √    .  
Elevando al cuadrado, se obtiene que  
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Luego,  
           
De donde    . Por tanto la sucesión    
√     
       
 
 converge a 1.  
Ahora bien. Construyamos una sucesión {  } en función del lado de cada polígono 
regular generado por un cuadrado, en otras palabras {  } es la sucesión de los 
lados de los polígonos construidos. Para ello, tomaremos los valores de la 
sucesión {  }  
√           
 
 de las apotemas de los polígonos regulares de la 
forma      inscritos en una circunferencia de radio 1.. 
Los lados de cada polígono regular generado, son entonces: 
   √    Lado del cuadrado 
   √    
      Lado del octágono 
   √  √  
   √    
       Lado del hexadecágono 
   √  √  √  
   √    
       Lado del Triacontakaidígono 
 
   
√  √  √  √  
La sucesión     √    
        corresponde a la longitud del lado de cada uno de los 
polígonos regulares generados por un cuadrado con segmento poligonal 1, para todo 
   . Nótese que la sucesión es decreciente y convergente a cero. 
De esta forma, la sucesión    descrita anteriormente y que corresponde a la sucesión de 
los perímetros de los polígonos regulares inscritos corresponde a     
       . Esto es 
    √       . Probemos que la sucesión es convergente.  
Teorema 3.7.1. La sucesión {  }    
   √        es creciente, acotada superiormente 
y por tanto convergente.  
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Demostración. Probemos que la sucesión de los perímetros de los polígonos regulares 
inscritos en una circunferencia de radio 1 {  }    
   √        es monótona creciente. 
Basta probar que para todo    ,        . 
En efecto. Supongamos que existe  , tal que          
Luego,  
     √       
   √        
Elevando al cuadrado,  
              
              
                 
Como {  }  
√    
       
 
, se tiene que: 
 (   
√    
       
 
)          
De esta forma,  
   √                
De donde, 
  √                 
Luego, elevando al cuadrado 
                             
  
Cancelando términos semejantes se obtiene 
       
            
Luego,  
        
        
Lo cual es un absurdo. Por lo tanto, se debe tener que para todo     ,        . 
Aplicando inducción matemática, probemos que {  }    
   √        está acotada 
superiormente. 
Veamos que 6.5 es cota superior de {  }  
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Como      √ ,       . Ahora supongamos que      
   √        para todo     
El enunciado es válido para n =2. En efecto  




Luego,      √  √  
Probemos ahora que         √      con    . 
Supongamos que,         √       .  
Sabemos que  
√         , ya que.       . Por tanto, tenemos que 
  √       
 
   
Dado que 
  √       
 
  , se tiene        
  √       
 
        
Puesto que por hipótesis de inducción,     √             elevando al cuadrado 
obtenemos que  
.                   
  
De esta manera, se obtiene que  
                     
  
  √       
 
        
Como                        (  √       )(  √       ) se tiene que: 
     (  √       )     
  
Luego, sacando raíz cuadrada,  
    √  √            
Por definición, se tiene que    




    √          Probando así que 6.5 es cota superior de {  }    
   √       . 
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Podemos concluir, que la sucesión. {  }    
   √        es convergente y por tanto 
tiene límite. Precisamente, corresponde al límite del perímetro de los polígonos regulares 
de n lados, cuando     y cuando     . Por definición, tenemos que este límite es la 
longitud de la circunferencia. Finalmente, podemos concluir que  
       
   √          Con   la longitud de la circunferencia de radio 1. 
OBSERVACIÓN: Los perímetros de los polígonos construidos nos dan aproximaciones 
de   , objetivo de esta propuesta. En efecto, veamos algunas de ellas.  
El perímetro del cuadrado construido es  √               
El perímetro del octágono construido es  √  √               
El perímetro del hexadecágono construido es   √  √  √               
El perímetro del Triacontakaidígono   √  √  √  √              
Finalmente, tenemos que   
       
   √       
 
        
 √       .  
2.12 USO DE LA TRIGONOMETRÍA PARA HALLAR 
APROXIMACIONES DE 𝝅 
 
Los métodos que se utilizan a continuación, no fueron los mismos que aplicó Arquímedes 
en sus cálculos, pero reproducen una aproximación al perímetro de los polígonos con los 
que trabajó. Naturalmente Arquímedes no contaba con un sistema de numeración 
posicional, ni con la trigonometría o las herramientas tecnológicas de la actualidad. Sin 
embargo inscribió un polígono regular de 96 lados para hallar el valor de  . 




Calculemos su perímetro conociendo la longitud de su radio y la medida del ángulo 
AOB26.   
                                                          
 
26
 Un ángulo central de una circunferencia es un ángulo cuyo vértice es el centro de la circunferencia.  Así 
que en este caso AOB es un ángulo central. 
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En la figura, el segmento   ̅̅ ̅̅  es perpendicular al lado   ̅̅ ̅̅  en su punto medio. La medida 
del ángulo      es la sexta parte de una vuelta completa, es decir, 360°. Luego 
         Como   ̅̅ ̅̅  biseca27 al ángulo     , tenemos que              . 
Por tanto, Usando la función seno28 del ángulo    , tenemos que: 


















 y por tanto   
 
 
. De esta manera se tiene que el 
perímetro del hexágono regular es    . 
Si generalizamos lo que ocurre con los polígonos regulares de n lados, para el ángulo    
de la figura, tenemos que: 




   
 
 





   (








    
                                                          
 
27
 Si D está en el interior del ángulo <BAC tal que          entonces           biseca al ángulo <BAC y          
es la bisectriz del ángulo.  
28
 La función seno para un ángulo en un triángulo rectángulo se define como la razón entre su cateto 
opuesto y la hipotenusa del triángulo (lado opuesto al ángulo recto). 
29
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Como la longitud del lado es   , tenemos que el perímetro   de un polígono regular de   
lados es: 
      (
   
 
) , donde n es el número de lados del polígono regular. 
De esta forma, podemos calcular el perímetro de algunos polígonos regulares inscritos en 




Número de lados 
del polígono regular 
Perímetro 
3 
      (
   
 
)              
6 
      (
   
 
)    
12 
       (
   
  
)              
24 
       (
   
  
)             
48 
       (
   
  
)             
96 
       (
   
  
)             
 
Para un polígono regular de 100000 lados, tenemos que su perímetro es  
           (
   
      
)             
El cual es bastante cercano al valor que conocemos de  . Por tanto, la longitud de la 
circunferencia será       (
 
 
)      
Calculemos el perímetro de cada polígono regular circunscrito a una circunferencia. 
Consideremos el hexágono regular ABCDEF circunscrito a la circunferencia con centro en 





DE LOS POLÍGONOS REGULARES AL NÚMERO   
 
 
Como lo observamos anteriormente, la medida de un ángulo central en un hexágono 
regular es 
   
 
   . Calculemos el perímetro del hexágono circunscrito. 
Para ello, como          es la bisectriz del ángulo <AOG, utilizaremos la función tangente30 
para calcular el valor de  . Luego,  





    
Como       
√ 
 
, tenemos que: 
√ 
 
    
Por tanto, el perímetro del hexágono regular es   
√ 
 
  √  
Si generalizamos el resultado anterior, tenemos que, 
        
   (
   
 
)     
                                                          
 
30
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De esta forma el perímetro del polígono regular de   lados circunscrito a una 
circunferencia de radio 
 
 
 es      (
   
 
). De manera análoga al anterior proceso, podemos 
hacer un listado del perímetro de algunos polígonos regulares a partir del triángulo 
duplicando cada vez el número de lados: 
Número de lados 
del polígono regular 
Perímetro 
3 
      (
   
 
)              
6 
      (
   
 
)            
12 
       (
   
  
)             
24 
       (
   
  
)             
48 
       (
   
  
)              
96 
       (
   
  
)            
 
Cuanto mayor sea el número de lados del polígono regular, su perímetro será más 
cercano al de la circunferencia inscrita.  
Arquímedes utilizó polígonos inscritos y circunscritos a una circunferencia dada. Sugirió 
esencialmente tomar la media31 de los perímetros tanto de los polígonos inscritos como de 
los circunscritos para de esta forma obtener una mejor aproximación a  . Concluyó que la 
razón entre la longitud de la circunferencia y su diámetro es  
  
  
    
 
 
 , en su 
conocida obra “Mediciones del círculo”. En notación decimal                    
(Beckmann, 1970). 
Sin embargo, parece que Arquímedes fue aún más lejos. Herón de Alexandría en su obra 
“Métrica” (cerca del año 60 d.C, pero hallado en 1896) se refiere a una obra de 
Arquímedes que se halla perdida donde da los límites  
      
     
     
            
Donde   es un límite superior. En una copia del trabajo desarrollado por Herón en 
Constantinopla en 1896, se observó que  
                                                          
 
31
 La media de un conjunto de datos es la suma de todos los datos dividida por el total de datos.  
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Se puede observar que hay un error en la copia, ya que el límite superior se encuentra 
bastante distante del valor de  
 
 
 encontrado inicialmente por Arquímedes. Herón admite 




2.13 EL MÉTODO DE CUSANUS PARA HALLAR 
APROXIMACIONES DE 𝝅 
 
Nicholas de Cusa32 (1401-1464), fue un pensador alemán dedicado a la iglesia. Fue 
cardenal en 1488 y obispo de Roma. Como matemático, desarrolló un método análogo al 
de Arquímedes, inscribiendo y circunscribiendo polígonos en una circunferencia dada. 
Sus intentos por cuadrar el círculo y trisecar un ángulo dado fueron desafortunados, 
aunque ellos, lo condujeron a obtener aproximaciones de   (Lehmann, 2006). 
Hacia 1450, Cusanus inscribió y circunscribió un cuadrado con un perímetro fijo de 2 
unidades a una circunferencia. Continuó haciendo la misma secuencia duplicando el 
número de lados del polígono anterior (4, 8, 16, 32,…,       .  
 




Por tanto su perímetro      
 
 
  . 
El radio del círculo inscrito es    
 
 
, ya que su longitud es precisamente la mitad de la 
longitud de uno de los lados del cuadrado circunscrito. Llamemos    al radio   . 
                                                          
 
32
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Aplicando el teorema de Pitágoras, obtenemos que el radio    de la circunferencia 
circunscrita al cuadrado dado es, 

















Llamemos    al radio   . 
Si   representa la longitud de la circunferencia circunscrita al cuadrado y   la longitud de 
la circunferencia inscrita, entonces el perímetro    del cuadrado dado cumple que 
       
Usando notación actual, sabemos que        y       . Por tanto,  
            
Luego,  
          
Dividiendo entre  , obtenemos que  
   
 
 
    
Con lo cual, obtenemos que  
 
  




Como    
 
 
 y    
√ 
 
 obtenemos que 
 
√ 
    . En notación decimal,  
                
Para un octágono de perímetro     , Cusanus utilizó un proceso similar al del 
cuadrado. Sea    el radio de la circunferencia inscrita en el octágono dado y     el radio 
de la circunferencia circunscrita. 
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Cusanus desarrolló un método de iteración33 duplicando el número de lados del polígono 
regular.  
Sea       y       los lados del cuadrado y el octágono dados respectivamente. 
Sea       y       los radios de las circunferencias inscritas en el cuadrado y 
octágono respectivamente. Así mismo, sea       y        los radios de las 
circunferencias circunscritas al cuadrado y octágono respectivamente.   
Por construcción, E es el punto medio del arco   ̂, ya que está sobre la mediatriz del lado 
  ̅̅ ̅̅  y por tanto equidista de A y B. Análogamente, C es el punto medio de   ̅̅ ̅̅  y D es el 
punto medio de   ̅̅ ̅̅  en el triángulo     . Luego,    
 
 
  34 . Por ser radios de la 
circunferencia circunscrita al cuadrado dado,         . 
Se tiene que            . Dado que G es el punto medio del segmento   ̅̅ ̅̅  y  
        , se obtiene que, 
                      
Luego,  
                                                          
 
33
 La iteración es el proceso de cálculo mediante el cual se obtienen aproximaciones para obtener un 
resultado general aplicando un ciclo de operaciones repetido. 
34 Dado que el cuadrado y el octágono regular tienen el mismo perímetro, la longitud del lado del cuadrado 
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De donde, 
   
     
 
 
Es decir,  
    
     
 
 
Se puede observar que los triángulos      y      son semejantes35. 






, de donde          .  
Luego,    
        . Escrito de otra forma, se cumple que     √      . 
De esta manera podemos obtener aproximaciones de   utilizando la expresión  
 
  




Partiendo del hecho de que    
 
 
 y    
√ 
 
, podemos obtener los límites para el 
octágono regular de la siguiente forma: 
   









√   
 
            




√   
 
 √
  √ 
  
             
Por tanto,  
 
           
   
 
          
 
                        
                                                          
 
35
 Los triángulos      y      son semejantes por criterio AA, ya que los triángulos son rectángulos y el 
ángulo <EOC es común en ambos triángulos.  
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El método de Cusanus permite hallar aproximaciones a   de una forma simple, usando 
sucesiones de números reales. En su época no existía aún el cálculo, que permitiera 
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3 ASPECTOS DIDÁCTICOS 
 
La enseñanza tradicional, consiste es una metodología esencialmente expositiva, en la 
que prima la transmisión de una información específica que radica en un conjunto 
estructurado de conocimiento elaborado y terminado, el cual el estudiante debe limitarse a 
aceptar pasivamente, sin participación alguna en el proceso. 
Con el enfoque constructivista, aprender es inventar, descubrir, crear. El aprendizaje se 
logra cuando el estudiante llega a integrar en su estructura cognitiva la información 
procedente del exterior, en un proceso estrictamente personal, que el profesor puede 
orientar, eligiendo las situaciones didácticas más adecuadas.  
Actualmente, en Educación matemática, el proceso de construcción de pensamiento 
geométrico parece indicar que sigue una evolución lenta desde las formas intuitivas de 
pensamiento hasta las formas deductivas finales.   
3.1 EL MODELO DE VAN HIELE 
 
Es importante considerar los estadios de conocimiento tal como lo explican los esposos 
Van Hiele, el paso de un nivel de conocimiento a otro superior no se logra con el solo 
transcurrir del tiempo, o sea con la edad. El modelo de Van Hiele parece describir con 
precisión esta evolución, distinguiendo cinco niveles. (Martínez, 1989). 
En el primero, el reconocimiento de figuras consiste en poder memorizar imágenes 
parciales con el fin de poder reconocer objetos iguales o semejantes por cambio de 
posición o escala, entre una variedad de objetos. 
El segundo es un nivel de análisis, el cual se logra después de haber visualizado el 
objeto, cuando es posible reconocer y reconstruir el objeto a partir de sus elementos 
básicos constituyentes. 
El tercero es un nivel de relación lógica que consiste en poder reconocer un objeto a partir 
de una descripción literaria y viceversa. 
El cuarto nivel es ya de reconocimiento. En este nivel adquieren sentido los axiomas, las 
definiciones, los teoremas pero aún no hay razonamientos abstractos ni son claras las 
demostraciones.  
Finalmente, en un quinto nivel, el razonamiento se hace rigurosamente deductivo, cuando 
se es capaz de razonar sin recurrir a la intuición. Este nivel supone no ser alcanzado de 
manera general por la población estudiantil media, ya  que requiere de un nivel de 
cualificación matemática alta.   
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En el desarrollo de la propuesta de enseñanza, nos centraremos principalmente en los 
cuatro primeros niveles de Van Hiele, teniendo en cuenta que el sentido fundamental de la 
enseñanza de la geometría es el desarrollo de la intuición espacial espontánea y el 
desarrollo de las formas más elementales de razonamiento geométrico, ligado al 
conocimiento de las propiedades fundamentales de las figuras y las relaciones básicas 
entre ellas. Es de anotar que se pretende que el estudiante obtenga aproximaciones del 
número   y se espera que logre alcanzar el quinto nivel usando herramientas del álgebra 
y el cálculo. 
3.2 CONSIDERACIONES PARA EL DISEÑO DE LA 
PROPUESTA DE ENSEÑANZA. 
 
En un ámbito escolar, dar a conocer la fórmula para hallar el perímetro de una 
circunferencia       e indicar que          e incluso decir que para efectos en la 
reducción en los cálculos       , es una trabajo sencillo. Posteriormente se puede 
proceder a indicarle al estudiante que calcule   o   y con esto puede darse por sentado 
que el estudiante aprendió a calcular el perímetro de una circunferencia dado su radio o 
viceversa, puede hallar el radio conocido el perímetro. 
Pero ¿Qué valor educativo tiene proponer una metodología de la enseñanza del número   
o el perímetro de la circunferencia con este enfoque? ¿Será posible hacerlo de otro modo 
tal que haya construcción de conocimiento por parte del estudiante sobre estos 
conceptos? Como educadores ¿Podemos quedar satisfechos si nos limitamos a que 
nuestros estudiantes memoricen una fórmula y posteriormente la apliquen?  
Para dar respuesta a estos cuestionamientos, presentamos a continuación una propuesta 
de enseñanza alternativa, en la que el estudiante logre apropiarse del significado del 
número   y pueda obtener aproximaciones a su valor mediante la manipulación y 
exploración de los distintos objetos matemáticos presentados. 
Se trata de proponer una serie de actividades, las cuales el estudiante desarrollará 
utilizando papel y lápiz y que posteriormente podrá afianzar y fortalecer usando el 
software de geometría dinámica “Geogebra”. En este sentido, es de anotar que una vez el 
estudiante haya realizado las actividades, se sugiere utilizar el software como instrumento 
de verificación de los resultados obtenidos. 
La elaboración de una propuesta de enseñanza del número   en la escuela, cuyo fin es 
que el estudiante se apropie de los conceptos trabajados y obtenga aproximaciones al 
valor de  , supone el planteamiento de una secuencia de contenidos que han de ser 
presentados a los estudiantes. Determinar qué cuestiones han de ser estudiadas antes 
que otras, cuales tienen mayor impacto y cuáles podrían ser suprimidas, son una pequeña 
parte del conjunto de decisiones se deben adoptar para la construcción de una propuesta. 
Es de anotar que la secuencia de contenidos que se propone para la creación de las 
actividades de la propuesta, siguen un orden análogo a la presentación de los conceptos 
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trabajados en el capítulo 3, ya que como se indicó, son la base para el diseño de la 
propuesta de enseñanza. Cabe resaltar que como es natural se consideran los conceptos 
previamente estudiados en el capítulo 2. Esto es:  
1. Construcción de polígonos regulares dada su apotema. 
2. Generación de polígonos regulares de    lados a partir de polígonos de   lados 
inscritos en una circunferencia. 
3. Inscribir y circunscribir polígonos regulares a una circunferencia dada. 
4. Acotar la longitud de una circunferencia mediante los perímetros de los polígonos 
inscritos y circunscritos. 
5. Relacionar la longitud de la circunferencia con su diámetro. 
6. Aproximar la longitud de una circunferencia mediante una sucesión de perímetros 
de polígonos regulares 
Es necesario aclarar que en la elaboración de algunas actividades propuestas se coloca 
un comentario con el fin de contextualizar al lector sobre el propósito de la actividad.  
Comentario que no es pertinente anotar en las actividades entregadas a los estudiantes. 
Es de anotar, que previo a las actividades, el profesor de las explicaciones 
correspondientes, en este caso las relacionadas con polígonos, ángulos interiores, 
apotema, sagita, circunferencia, ángulo central, polígonos inscritos en una circunferencia, 
polígonos circunscritos a una circunferencia y otros que se consideren pertinentes. 
 
3.3 ACTIVIDADES PROPUESTAS 
 
3.3.1 CONSTRUCCIÓN DE POLÍGONOS REGULARES  
 
RECURSOS Y MATERIALES 
 Cuerdas de distintas longitudes. 
 Chinches. 
 Regla, transportador, tiras de cartulina con distinta longitud y de 5 milímetros de 
ancho, tijeras. 
 Pegante 
 Hojas blancas. 
COMENTARIO  
El propósito de la actividad es que el estudiante construya polígonos regulares, los cuales 
intuitivamente pueden considerarse inscritos en una circunferencia aunque tal relación no 
se da explícitamente.  Esta actividad, de reconocimiento, al manipular objetos de carácter 
concreto permite la aproximación mas adelantes a los conceptos de carácter formal. 
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ACTIVIDADES  
Los estudiantes trabajarán en grupos de 3 o 4, haciendo notar que cada estudiante realiza 
la actividad de manera individual. Al iniciar la actividad, cada grupo seleccionará un 
secretario que quien tomará nota de los resultados obtenidos en cada numeral. Al finalizar 
se realizará una puesta en común en la que cada secretario dará a conocer las 
observaciones de su grupo, evidenciando fortalezas y dificultades presentadas.   
1. Elegir el polígono regular que desean construir. ¿Cuántos lados tiene el polígono 
seleccionado? ¿Cómo esperan que sea el resultado final luego de la construcción? 













2. Según el número de lados del polígono que desean construir, tomen dicho número de 
tiras de cartulina, todas de la misma longitud. 
3. Colocar las tiras de cartulina, cada una sobra las otras y unirlas con un chinche en uno 
de sus extremos. 
4. Dividir 360 entre el número de lados del polígono seleccionado ¿Qué resultado 
obtuvieron?  
5. Desplegar las tiras de cartulina formando ángulos cuya medida corresponde al 
resultado del numeral anterior. 
6. Recortar el mismo número de tiras de cartulina que en el numeral 1, que tengan  la 
misma longitud a la que están separados los extremos de las tiras de cartulina.  
7. Usando pegante, unir los extremos de cada una de las tiras según la construcción del 
numeral 5 a los extremos de las tiras recortadas en el numeral anterior.  
Medir los lados y los ángulos internos del polígono regular obtenido.  Comparen los 
resultados obtenidos con el gráfico que realizaron en el primer numeral. De acuerdo a 
número de lados ¿Qué nombre recibe el polígono? ¿De qué manera pueden 
comprobar que el polígono allí representado es regular? 
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3.3.2 CONSTRUCCIÓN DE POLÍGONOS INSCRITOS EN UNA 
CIRCUNFERENCIA 
 
RECURSOS Y MATERIALES 
 Hojas blancas.  
 Compás, regla, transportador, colores.  
COMENTARIO  
El propósito de la actividad, es construir polígonos regulares en una circunferencia.  Como 




1. Dibujar una circunferencia con un radio cualquiera.  
2. Elegir el polígono regular que desean construir. ¿Cuántos lados tiene el polígono 
seleccionado? ¿Qué nombre recibe el polígono? 
3. Dividir 360 entre el número de lados del polígono seleccionado ¿Qué resultado 
obtuvieron?  
4. Trazar ángulos centrales con la medida obtenida en el numeral anterior. Al 
dibujarlos verifiquen que los ángulos corten a la circunferencia.   
5. Con los puntos determinados, construya el polígono.  
6. Repetir el proceso anterior con otros dos polígonos. partiendo de una 
circunferencia con el mismo radio.  
7. Completar la siguiente tabla. 
 
Número de lados 
del polígono 
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3.3.3 CONSTRUCCIÓN DE POLÍGONOS REGULARES A PARTIR DE SU 
APOTEMA  
 
RECURSOS Y MATERIALES 
 Hojas blancas.  
 Compás, regla, transportador, colores.  
COMENTARIO  
El propósito de la actividad, es construir polígonos regulares a partir de su apotema. Para 
ello, se traza una circunferencia cuyo radio será a propósito, la apotema del polígono 
regular que se desea construir. De forma intencionada, el polígono obtenido estará 
circunscrito a la circunferencia.  
ACTIVIDADES 
8. Dibujar una circunferencia con un radio cualquiera.  
9. Elegir el polígono regular que desean construir. ¿Cuántos lados tiene el polígono 
seleccionado? 
10. Dividir 360 entre el número de lados del polígono seleccionado ¿Qué resultado 
obtuvieron?  
11. Trazar ángulos centrales con la medida obtenida en el numeral anterior. Al 
dibujarlos verifiquen que los ángulos corten a la circunferencia   
12. Por cada uno de los puntos de intersección obtenidos en el numeral anterior, 
trazar la recta perpendicular a cada radio correspondiente.  
13. Determinar los puntos de intersección de las perpendiculares trazadas en el 
numeral anterior. Noten que se ha determinado un polígono regular con el número 
de lados elegido inicialmente.   
14. Trazar una circunferencia con el mismo centro que la dibujada en el primer 
numeral y con radio la distancia del centro a uno de los vértices del polígono 
construido. ¿Qué pueden indicar en relación al polígono construido y las dos 
circunferencias que han sido dibujadas? 
15. Dibujar con otro color la sagita correspondiente a cada apotema. 
16. Repetir el proceso anterior con otros dos polígonos partiendo de una 
circunferencia con el mismo radio. Completar la siguiente tabla. 
 
Número de lados 
del polígono 
Longitud de la 
apotema 
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3.3.4 CONSTRUCCIÓN DE POLÍGONOS REGULARES DE    LADOS A 
PARTIR DE POLÍGONOS DE   LADOS INSCRITOS EN UNA 
CIRCUNFERENCIA. 
 
RECURSOS Y MATERIALES 
 Hojas blancas.  
 Compás, regla, transportador, colores.  
ACTIVIDADES  
1. Construir un polígono regular. 
2. Trazar la circunferencia circunscrita.  
3. Dibujar la sagita correspondiente a cada apotema.  
4. Unir con segmentos, los extremos de cada sagita que se encuentran sobre la 
circunferencia circunscrita con cada uno de sus vértices. ¿Qué relación tiene el 
nuevo polígono regular con el construido inicialmente? 
5. ¿Habrá otra forma de obtener polígonos regulares con el doble de lados que el 
construido inicialmente? De ser así ¿Cuál es la forma de hacerlo? 
6. A partir de un polígono regular de    lados, ¿Es posible construir un polígono 
regular de   lados?  
7. Repetir el ejercicio, con los numerales 1 al 4, con otro polígono regular. 
8. Partiendo de la apotema, construir un polígono regular y repetir el ejercicio, con los 
numerales 1 al 4.  
3.3.5 CONSTRUIR POLÍGONOS INSCRITOS Y CIRCUNSCRITOS A 
UNA CIRCUNFERENCIA 
 
RECURSOS Y MATERIALES 
 Hojas blancas.  
 Compás, regla, transportador, colores.  
COMENTARIO 
Los estudiantes se reunirán por grupos de 3 o 4. Hacemos notar que cada estudiante 
realiza la actividad de forma individual. El propósito de trabajar en grupo es hayan aportes 
entre los estudiantes. Con el material disponible, cada grupo debe inscribir y circunscribir 
un polígono regular a la circunferencia dada. Es necesario que el estudiante retome las 
construcciones anteriores para responder correctamente el quinto numeral. Es de anotar 
que, a diferencia de las actividades anteriores, aquí se le exige al estudiante con base en 
su experiencia adquirida, que tome determinaciones y haga sus propios razonamientos y 
descubra las construcciones.  
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ACTIVIDADES 
1. Dibujar una circunferencia con un radio cualquiera.  
2. Elegir el polígono regular que desean construir.  
3. Dividir 360 entre el número de lados del polígono seleccionado. 
4. Trazar ángulos centrales con la medida obtenida en el numeral anterior. Al 
dibujarlos verifiquen que los ángulos corten a la circunferencia.   
5. Con estos puntos de corte ¿Es posible construir un polígono regular inscrito y otro 
circunscrito a la circunferencia trazada? Si es así, ¿De qué manera se pueden 
hacer estas construcciones? 
 
3.3.6 ACOTAR LA LONGITUD DE UNA CIRCUNFERENCIA MEDIANTE 
LOS PERÍMETROS DE LOS POLÍGONOS INSCRITOS Y 
CIRCUNSCRITOS. 
 
RECURSOS Y MATERIALES 
 Hojas blancas.  
 Compás, regla, transportador, colores.  
ACTIVIDADES 
1. Trazar 3 circunferencias con igual radio. 
2. En la primera, inscribir un cuadrado, en la segunda un octágono regular  y en la 
tercera un hexadecágono regular.  
3. Calcular el perímetro de cada polígono regular inscrito y circunscrito a cada 
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Número de lados 
del polígono 







4   
8   
16   
  
4. Con base en la información de la tabla, ¿Es posible afirmar que la longitud de una 
circunferencia es un número comprendido entre el perímetro de un polígono 
regular inscrito y circunscrito? De ser así, ¿De qué manera se puede estimar su 
valor de una forma más aproximada?  
5. Si   representa la longitud de la circunferencia,    el perímetro del polígono regular 
inscrito y   el perímetro del polígono regular circunscrito, completar la siguiente 
información, con base en la información obtenida en el numeral 3. 
 
Número de lados del Polígono 
regular 
Relación 






6. ¿Qué ocurre con los valores de   y   a medida que aumenta el número de lados 
del polígono regular? ¿Cuál es su relación con la longitud   de la circunferencia? 
 
3.3.7 UNA APROXIMACIÓN INTUITIVA A LA RAZÓN ENTRE LA 
LONGITUD DE UNA CIRCUNFERENCIA Y SU DIÁMETRO. 
 
RECURSOS Y MATERIALES 
 Objetos de forma circular, ejemplo tapas. 
 Pita, cuerdas, regla. 
 
ACTIVIDADES 
1. Calcular la longitud de cada objeto circular.  
2. Calcular el diámetro de cada objeto circular. 
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Objeto  Longitud Diámetro Cociente entre la 
longitud de la 
circunferencia y su 
diámetro 
1    
2    
3    
4    
5    
  
4. ¿Cómo son los datos obtenidos en la última columna? ¿existe alguna tendencia en 
los resultados obtenidos? 
5. Hallar el promedio de los cocientes entre la longitud de cada circunferencia y su 
diámetro.   
  
3.3.8 ESTIMAR LA LONGITUD DE UNA CIRCUNFERENCIA MEDIANTE 
UNA SUCESIÓN DE PERÍMETROS DE POLÍGONOS REGULARES 
PARA OBTENER APROXIMACIONES DE 𝝅 
 
RECURSOS Y MATERIALES 
 Hojas blancas.  
 Compás, regla, transportador, colores.  
COMENTARIO 
Los estudiantes construirán inicialmente un cuadrado inscrito en una circunferencia de 
radio 1. Posteriormente, construirán polígonos de 8 y 16 lados. Utilizando el teorema de 
Pitágoras en un triángulo rectángulo específico, calcularán progresivamente la longitud del  
lado y apotema de cada polígono regular, usando la sagita de los polígonos regulares. 
Finalmente calcularán el perímetro de cada polígono. Utilizando calculadora, los 
estudiantes pueden aproximar los valores obtenidos con 4 cifras decimales. Cabe resaltar 
que es necesario que el estudiante conozca que la razón entre la longitud de la 
circunferencia y su diámetro es constante, resultado que pudo comprobar en la actividad 
anterior. Tal razón se establece mediante la relación 
 
  
   .    
Es necesario que el estudiante verifique que los resultados obtenidos en esta actividad  
no son un caso particular de la circunferencia de radio 1. Mas adelante, en la actividad 
4.3.9 usando geogebra se verifican que los resultados obtenidos son independientes del 
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ACTIVIDADES 
1. Construir un cuadrado inscrito a una circunferencia de radio 1 y centro   (Pueden 
trazar una circunferencia con cualquier radio sobre una hoja blanca y asignarle al 
radio un valor de 1).  Asignemos con       y  los vértices del cuadrado. Luego, 




2. Como puedes observar la longitud de la apotema es igual a la mitad del lado del 
cuadrado ¿Por qué?_________________________________________________ 
Dado que la longitud de la apotema es  , se tiene que  longitud del lado del cuadrado 
es ____ 
3. Para calcular el valor de  , podemos aplicar el teorema de Pitágoras en el 
triángulo rectángulo     . Por tanto,        . De esta forma,           . 
4. Traza la sagita   ̅̅ ̅̅ . Dado que el segmento   ̅̅ ̅̅  es un radio de la circunferencia, y 
conocemos la longitud del segmento   ̅̅ ̅̅ , su longitud es ____. Por tanto, la longitud 
de la sagita    ̅̅ ̅̅  es____. 
5. Construye un octágono regular, trazando las sagitas correspondientes a cada una 
de las apotemas del cuadrado dado. Como la mitad de sus vértices coinciden con 
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6. ¿Cuál es la longitud del lado del octágono regular? Para hallarla, considera el 
triángulo rectángulo     . Como la longitud de   ̅̅ ̅̅  es ____ y la de   ̅̅ ̅̅  es ___, 
aplicando el teorema de Pitágoras, se tiene que     =____. 
7. Traza la apotema    ̅̅ ̅ correspondiente al lado   ̅̅ ̅̅  del octágono regular. Como 
puedes observar la longitud del segmento   ̅̅ ̅ es la mitad del lado   ̅̅ ̅̅ . Por tanto la 
longitud de   ̅̅ ̅ es____. Para calcular su valor, podemos aplicar el teorema de 
Pitágoras en el triángulo rectángulo     . Luego,            . Es decir      
______. Por tanto    ___ 
8. Traza la sagita   ̅̅ ̅ del octágono regular. Dado que el segmento   ̅̅ ̅̅  es un radio de 
la circunferencia, y conocemos la longitud del segmento   ̅̅ ̅, su longitud es ____. 
Por tanto, la longitud de la sagita    ̅̅ ̅ es____. 
9. Construye un hexadecágono regular, trazando las sagitas correspondientes a cada 
una de las apotemas del octágono regular. Como la mitad de sus vértices 
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10. Para hallar la longitud del lado del hexadecágono regular, considera el triángulo 
rectángulo     . Como la longitud de   ̅̅ ̅ es ____ y la de ̅  es ___, aplicando el 
teorema de Pitágoras, se tiene que     =____. 
11. Traza la apotema    ̅̅ ̅̅  correspondiente al lado   ̅̅ ̅̅  del octágono regular. Como 
puedes observar la longitud del segmento   ̅̅ ̅̅  es la mitad del lado   ̅̅ ̅̅ . Por tanto la 
longitud de   ̅̅ ̅̅  es____. Para calcular su valor, podemos aplicar el teorema de 
Pitágoras en el triángulo rectángulo     . Luego,            . Es decir 
     ______. Por tanto    ___ 




Lado Perímetro Apotema 
Cuadrado    
Octágono    
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13. ¿Es posible afirmar que los valores de los lados de los polígonos regulares 
inscritos a la circunferencia de radio 1 se aproximan a un valor específico? ¿Es 
posible afirmar que los valores de las apotemas también se aproximan a un valor 
específico? De ser así en cada caso ¿A qué valores se acercan?  
14. ¿Es correcto afirmar que el perímetro de cada polígono regular se aproxima a la 
longitud de la circunferencia a medida que se aumenta progresivamente el número 
de lados?  Dado que 
 
  




 en la cual   es el perímetro de un polígono regular inscrito. Con base 
en la información dada, completa la siguiente matriz:  
Polígono 
regular 
Perímetro del polígono 
regular 
Aproximación de 𝝅 
Cuadrado   
Octágono   
Hexadecágono   
 
COMENTARIO 
Se espera que el estudiante obtenga los siguientes resultados, respectivamente en las 




Lado Perímetro Apotema 
Cuadrado √          √         √ 
 
        
Octágono 
√  √          √  √         
√  √ 
 
        
Hexadecágono 
√  √  √           √  √  √         
√  √  √ 
 




Perímetro del polígono 
regular 
Aproximación de 𝝅 
Cuadrado  √          √ 
 
 
      
 
          
Octágono 
 √  √         
 √  √ 
 
 
      
 
         
Hexadecágono 
  √  √  √         
  √  √  √  
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3.3.9 ACTIVIDAD EN GEOGEBRA 
 
COMENTARIO 
Es necesario que el estudiante verifique que los resultados obtenidos en la actividad 
anterior no son un caso particular de la circunferencia de radio 1. Es necesario comprobar 
que estos resultados son independientes del radio de la circunferencia dada.  
Dado que los cálculos pueden ser complicados en la medida de que el radio de la 
circunferencia circunscrita aumente e incluso que no sea un número entero, se puede 
utilizar el software  de geometría dinámica geogebra como herramienta didáctica. Es de 
anotar que el estudiante conoce el proceso para hallar aproximaciones al perímetro de la 
circunferencia y el software le permitirá facilitar los cálculos. En el anexo, se encontrarán 
las herramientas básicas del software, que permitirán realizar construcciones 
geométricas.  
Como actividad final, usando los resultados obtenidos con la circunferencia de radio 1, se 
puede realizar una construcción en geogebra que permita obtener aproximaciones a   
variando el radio de la circunferencia circunscrita. Se espera que el estudiante trabaje de 
forma individual y de esta manera pueda concebir de una forma más significativa los 
resultados que obtendrá. Para ello se plantea la siguiente guía de trabajo. 
 
1. Construye un cuadrado y la circunferencia circunscrita. Traza los cuatro radios del 
centro de la circunferencia a cada uno de los vértices del cuadrado.   
2. Dibuja cada una de las cuatro apotemas del cuadrado dado usando la opción  
“mediatriz” de cada uno de los lados del cuadrado. Para ello, marca un punto 
sobre la intersección de cada mediatriz con los lados del cuadrado. Traza un 
segmento del centro de la circunferencia a cada uno de los puntos mencionados. 
De la misma forma, marca un punto en la intersección de las mediatrices con la 
circunferencia, trazando un segmento desde el extremo de cada apotema, esto es, 
la sagita del cuadrado. 
3. Traza el octágono regular uniendo los vértices obtenidos desde el extremo de 
cada sagita hasta los vértices del cuadrado inicial.  
4. Utiliza el mismo proceso de  numerales 2 y 3 sobre el octágono regular, para 
construir un hexadecágono regular.   
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5. Sobre la barra de herramientas, haz clic sobre la ventana “vista” y selecciona la 
opción “Hoja de cálculo” 
6. Etiqueta las siguientes celdas con el nombre indicado según corresponda: 
B1: DIÁMETRO DE LA CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA 
C1: APOTEMA DEL POLÍGONO REGULAR 
D1: PERÍMETRO DEL POLÍGONO REGULAR 
E1: RAZÓN ENTRE EL PERÍMETRO DEL POLÍGONO Y SU APOTEMA 






7. Utiliza la opción “distancia y longitud” para medir el diámetro de la circunferencia 
circunscrita. Para escribir la información en la columna correspondiente sobre la 
hoja de cálculo, debes introducir el comando del segmento, el cual está dado por 
la expresión “Segmento [ <Extremo (punto)>, <Extremo (punto)> ]”. Debes 
introducir los nombres de los puntos extremos de cada segmento”. Realiza el 
mismo proceso que en el numeral anterior con la apotema de cada polígono 
regular.  
8. Utiliza el comando “Perímetro [Polígono [<Lista de Puntos>] ]” para calcular el 
perímetro de cada polígono regular. Cuando ingreses el comando lista de puntos, 
coloca los vértices de cada polígono separados por comas sin espacio.  
9. Utiliza el comando “Cociente [Perímetro [Polígono [<Lista de Puntos>]], Segmento 
[ <Extremo (punto)>, <Extremo (punto)> ]] para calcular la razón entre el perímetro 
de cada polígono regular y su apotema. Análogamente, puedes calcular la razón 
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10. Utiliza los comandos “PerímetroCónica[Circunferencia[ <Punto>, <Punto>, 
<Punto> ]] para hallar el perímetro de la circunferencia circunscrita; análogamente, 
usa el comando Cociente[PerímetroCónica[Circunferencia[ <Punto>, <Punto>, 
<Punto> ]Segmento[ <Extremo (punto)>, <Extremo (punto)> ]] para calcular la 
razón entre el perímetro de la circunferencia y su diámetro. 
COMENTARIO 
El estudiante podrá verificar que independientemente del radio de la circunferencia 
circunscrita, la razón entre el perímetro de cada polígono regular y el radio de la 
circunferencia circunscrita permanece invariante. De igual manera puede verificar que la 
razón entre la longitud de la circunferencia y su diámetro es constante. Es de anotar que 
por defecto, toda razón entre dos magnitudes en geogebra arroja un número entero. El 
estudiante puede comprobar los resultados de esa columna de una forma más exacta, 
con el uso de una calculadora. Podrá utilizar geogebra para construir polígonos con un 
número de lados cada vez mayor y observar como la razón entre su perímetro y el 
diámetro de la circunferencia circunscrita se aproxima cada vez más a  . de esta forma, 
puede obtener aproximaciones a   usando las herramientas que ofrece geogebra. 
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De esta forma, puede asumir de una forma más significativa porque          y que es 





















1. El número   es la razón entre la longitud de la circunferencia y su diámetro. Surgió 
con el problema de hallar un cuadrado de igual área a una circunferencia dada. 
Aparece por primera vez en Egipto, siendo retomado posteriormente por los 
geómetras griegos quienes buscaron una solución no exitosa del problema al 
buscar una solución utilizando únicamente regla y compás. 
2. El número   es irracional y trascendente. Con ello, se comprueba indirectamente 
la imposibilidad de construir con regla y compás un cuadrado con la misma área 
de una circunferencia dada. 
3. La forma más sencilla para empezar a calcular el valor de   fue desarrollada por 
Arquímedes, quien se percató de que a medida que aumentaba el número de 
lados de un polígono regular inscrito y circunscrito a una circunferencia, al tiempo 
que el radio o la apotema se mantenía constante, el valor del perímetro de los 
polígonos es la longitud de la circunferencia. 
4. No podemos obtener un valor exacto de  . Sin embargo, es posible aproximarnos 
inscribiendo y circunscribiendo polígonos regulares a una circunferencia dada que 
permitan acercarnos a la longitud de la circunferencia, en consecuencia, obtener 
valores cercanos a  , como lo hizo Arquímedes y los geómetras que le 
precedieron. En la actualidad, los métodos de cálculo del valor de   funcionan 
como algoritmos en ordenadores cada vez más veloces, que pueden calcular 
billones de cifras decimales. 
5. Tradicionalmente, en libros de texto y la enseñanza de la geometría en la escuela, 
el número   es presentado como la relación entre la longitud de la circunferencia y 
su diámetro asignándosele un valor aproximado de 3.1416, el cual es un número 
racional. Se da poco lugar al descubrimiento y se restringe la interacción del 
estudiante con la constante, quien actúa como receptor pasivo de conocimiento y 
se ve limitado a aceptar, que por alguna razón, requiere de   para realizar sus 
cálculos. Es necesario replantear la manera como se presenta al número   en el 
ámbito escolar, de tal forma que se promueva la construcción de conocimiento por 
parte del estudiante que le permita obtener aproximaciones del valor de   y 
comprobar sus resultados mediante, por ejemplo, el uso de las TIC’s como 
herramienta didáctica. 
 
6. El propósito de propuesta de enseñanza del número   es que el estudiante 
construya el concepto y obtenga aproximaciones a su valor de varias formas. Lo 
poco usual es usando métodos de reversibilidad, esto es construir polígonos 
regulares a partir de sus elementos, método que consideramos como uno de los 
aspectos centrales de la propuesta. Pues en general en la educación, las formas 
de enseñanza hacen que el estudiante mecanice algoritmos y fórmulas para 
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construir los objetos y luego observar sus elementos.  Lo que queremos expresar, 
es que los métodos que denominamos, en esta parte, de reversibilidad hace que 
los objetos se construyan a partir de sus elementos. 
 
7. Se ha construido la sucesión {  }    
   √         la cual es convergente y por 
lo tanto tiene límite. Precisamente corresponde al límite de la sucesión de los 
perímetros de los polígonos regulares de n lados cuando     y cuando     . 
Por definición tenemos que este límite es la longitud de la circunferencia y con ella, 
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A.  ANEXO  
SOFTWARE DE GEOMETRÍA DINÁMICA GEOGEBRA 
 
En este anexo, se presentan las herramientas básicas del software Geogebra, de manera 
que el estudiante las reconozca y pueda interactuar con el programa de una forma más 
sencilla.  
Geogebra es un software interactivo de matemáticas que reúne geometría, cálculo y 
álgebra. Fue elaborado por Markus Hohewanter en compañía de un equipo internacional 
de desarrolladores de software, cuyo objetivo era aportar a la enseñanza de la 
matemática escolar facilitando el proceso de aprendizaje de los estudiantes mediante su 
interfaz gráfica. El software es de distribución gratuita. (Hohewanter, 2009) 
Geogebra se caracteriza por tener tres perspectivas del mismo objeto matemático sobre 
su interfaz: una vista gráfica (1), una vista algebraica (2) y una vista de hoja de cálculo (3).  
Utilizando las distintas herramientas de construcción disponibles en la barra de 
herramientas, pueden realizarse diversas construcciones geométricas en la vista gráfica. 
En la medida que se realice una construcción visualizándose en la vista gráfica, 
simultáneamente de ejecuta un comando que permite observar el mismo objeto 
representado en forma algebraica en la vista algebraica.  
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Por ejemplo, podemos representar un punto en la vista gráfica, e inmediatamente apreciar 
sus coordenadas en la vista algebraica. 
 
HERRAMIENTAS DE CONSTRUCCIÓN.  
 
Las herramientas de construcción se pueden activar haciendo un clic sobre los botones 
de la barra de herramientas. Con el botón “elige y mueve”, la flecha que aparece en el 
primer botón, se puede seleccionar o mover cualquier objeto sobre la vista gráfica. Si se 
desean tomar más de un objeto, se despliega la flecha sobre la vista gráfica hasta obtener 
un rectángulo que contenga en su interior a todos los objetos que se desean seleccionar.  
HERRAMIENTAS DE PUNTOS 
 
El conjunto de herramientas de puntos, permiten: 
 
1. Seleccionar un punto y ubicarlo en el lugar deseado sobre la vista gráfica 
2. Colocar un punto dado en una región poligonal o circular previamente establecida. 
87 
DE LOS POLÍGONOS REGULARES AL NÚMERO   
 
3. Extraer un punto sobre una figura dada y colocarla en otra parte de la vista gráfica. 
4. Colocar un punto en la intersección de dos figuras dadas.  
5. Determinar el punto medio de un segmento. 
6. Hallar las coordenadas de un punto dado según indique la vista gráfica a manera 
de número complejo. 
 
HERRAMIENTAS DE SEGMENTOS Y VECTORES  
 
El botón de herramientas de vectores, está programado para trazar rectas y vectores 
sobre la vista gráfica. Con estas herramientas es posible: 
1. Trazar un vector entre dos puntos, de tal forma que uno de ellos sea su origen. 
2. Al seleccionar un punto A y un vector v, se crea un nuevo punto B = v + A así 
como el vector de A a B. 
3. Al seleccionar los puntos A y B, se puede establecer el segmento comprendido 
entre A y B. 
4. Basta con un clic sobre un punto A para fijarlo como uno de los extremos de un 
segmento y anotar la longitud   deseada en la ventana que se despliega a 
continuación para que quede trazado. 
5. Al seleccionar los puntos A y B, se puede crear la semirrecta que parte en A y 
pasa por B.  
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HERRAMIENTAS DE RECTAS 
 
 
Con la ayuda de las distintas herramientas de rectas, podemos: 
1. Trazar la bisectriz de un ángulo dado. Al marcar tres puntos A, B y C se produce la 
bisectriz del ángulo determinado por A, B y C en el cual B es el vértice.  
También es posible trazar la bisectriz de un ángulo determinado por dos rectas 
que se cortan, marcándolas y seleccionando el botón en la barra de herramientas. 
2. Al marcar dos puntos A y B, se traza la recta que contiene los puntos A y B. 
3. Al seleccionar una recta b y un punto A, se traza la recta paralela a b que pasa por 
A. 
4. La mediatriz de un segmento se traza seleccionando el segmento o sus  puntos 
extremos. 
5. Al seleccionar una recta b y un punto A, queda definida la recta que pasa por A y 
es perpendicular a b. 
6. La recta polar o diametral permite crear la recta polar de una sección cónica 
seleccionando un punto y una sección cónica o una recta o vector y una sección 
cónica para fijar su diámetro. 
7. Trazar las rectas tangentes a una curva en los puntos seleccionados. 
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Con las herramientas de polígonos, podemos entre otras cosas: 
1. Trazar un polígono y que su área sea visible en la vista gráfica. Basta con marcar 
tres de sus puntos que constituirán sus vértices y hacer un clic reiterado sobre el 
primero de ellos para cerrarlo.  
2. Marcar dos puntos A y B y anotar el número de lados n con que se desea construir 
un polígono regular en el campo de texto que aparece a continuación. 
 
HERRAMIENTAS DE CIRCUNFENCIA  
 
 
Haciendo uso de las distintas herramientas de circunferencia, geogebra nos ofrece las 
siguientes características. 
1. Trazar una circunferencia dado su centro y su radio. Tras seleccionar un punto A 
como centro se despliega un cuadro de diálogo para ingresar el valor del radio. 
2. Trazar una circunferencia dado su centro y uno de sus puntos. Queda definida una 
circunferencia con centro en un punto A y un punto exterior.  
3. Al seleccionar tres puntos A, B y C se traza la circunferencia que los contiene. 
4. Al seleccionar un segmento o dos puntos queda especificado el radio y con un clic 
posterior sobre un punto específico lo marca como centro de la circunferencia a 
trazar. 
5. Para trazar un arco de circunferencia dado su centro y dos extremos, se 
seleccionan tres puntos: en primer lugar el centro, luego, su extremo inicial y 
finalmente su extremo final. 
6. Para trazar un arco de circunferencia conocidos tres puntos, se marcan el punto 
inicial, luego el final y finalmente el punto del arco tendido entre los dos primeros. 
7. Al seleccionar dos puntos de una circunferencia se trazar el arco que los contiene 
sobre el segmento   ̅̅ ̅̅   
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. 
HERRAMIENTAS DE CÓNICAS  
 
 
Para hacer uso de las herramientas para trazar cónicas, se requiere según corresponda: 
1. Para trazar una elipse o una hipérbola, es necesario seleccionar dos puntos 
inicialmente, los cuales representarán sus focos y ubicar un punto exterior.  
2. Para trazar una parábola se selecciona un punto que representará al foco y una 
recta, segmento o vector que será la directriz.  
 
HERRAMIENTAS DE NÚMEROS Y ÁNGULOS. 
 
La herramienta “Ángulo” permite: 
1. Crear el ángulo entre tres puntos cuyo vértice es el segundo de ellos. 
2. Crear el ángulo entre dos segmentos, rectas o vectores. 
3. Crear todos los ángulos para trazar un polígono. 
Con la herramienta “ángulo dada su amplitud” al marcar dos puntos A y B se debe indicar 
la amplitud del ángulo en el campo de texto emergente. Esta herramienta produce un 
punto C y la medida del ángulo ABC. 
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Con la herramienta área se puede determinar el área de una región como un número que 
se expone como texto dinámico. 
La herramienta “distancia o longitud” mide la distancia entre dos puntos, dos rectas o un 
punto y la expone como texto dinámico. También calcula el perímetro de una 
circunferencia o de un polígono.  
Con la herramienta deslizador, haciendo clic en un espacio libre, se puede modificar el 
valor de un número o la amplitud de un ángulo.  
Finalmente, la herramienta pendiente mide la pendiente de una recta y la expone como 
texto dinámico. 
HERRAMIENTAS DE MOVIMIENTOS RÍGIDOS 
 
 
Con las herramientas de movimientos rígidos es posible: 
1. Reflejar un objeto respecto a una recta. Se selecciona el objeto que se desea 
reflejar y luego basta con hacer un clic sobre la recta dada.  
2. Reflejar un objeto en un punto. Se seleccionar el objeto que se desea reflejar y 
luego se hace un clic sobre el punto.  
3. Reflejar un punto respecto a una circunferencia. Con esta herramienta, es posible 
un punto por una circunferencia seleccionando el punto a invertir y luego la 
circunferencia para la reflexión. 
4. Rotar un objeto en torno a un punto con un ángulo indicado. Inicialmente se 
selecciona el objeto y luego se hace clic sobre el objeto que servirá como centro 
de rotación. Aparecerá una ventana emergente que preguntará por el valor del 
ángulo con el que se desea rotar.  
5. Trasladar un objeto por un vector seleccionando el objeto que se desea trasladar y 
haciendo clic sobre el vector. 
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HERRAMIENTAS DE TEXTO Y HERRAMIENTAS DE DESLIZADOR.  
 
Con el uso de estas herramientas, es posible insertar textos e interactuar con la vista 
gráfica de geogebra. Permiten alejar o acercar una imagen, así como ocultar o eliminar 
objetos. 
También es posible insertar imágenes e incluso calcular probabilidades conocidos lun 
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